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Si simplemente hace girar la rueda, es
algebra; pero si contiene una idea, es
topologia.

Solomon Lefschetz

- Dbjetivos
Aprender la simbologia y nomenclatura propia de la teoria de grafos y distinguir las
caracteristicas de éstos.
Aplicar la teorfa de grafos a la solucién de problemas que se pueden resolver con
esta metologia.
Saber qué condiciones debe cumplir un grafo que se considera tiene circuitos
importantes coma Euler y Hamilton.
Usar la técnica de coloracion de grafos para iluminar un mapa cun Ia cantidad minima
de colores sin que se junten dos colores iguales.
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f Leonhard Euler

(1707-1783)

Fue un matematico y fisico suizo que es
considerado uno de los mas grandes
matematicos de la historia, ya que realizd
importantes descubrimientos en areas
tan diversas como el célculo, la teoria de
grafos, la geometria, el dlgebra, la teoria
de numeros, el calculo de variaciones, la
mecanica, la hidrodinamica, la optica y la
astronomia, y también introdujo gran
parie de la moderna terminologia del
analisis matematico.

Hacia 1738 Euler qued6 préacticamen-
te ciego y a pesar de este problema su
productividad intelectual no disminuyo
gracias a su gran capacidad de calculo
mental y a su memoria fotografica. A par-
tir de 1741 vivio en Berlin y aqui escribio
maés de 380 articulos y publico dos de sus
principales obras: la Introductio in analy-
sin infinitorum, un texto acerca de las
funciones matematicas publicado en
1748, v la Institutiones calculi differentia-
lis, que se publico en 1755 y que trata
acerca del calcule diferencial.

En 1735 Euler
resolvio el problema
conocido como el
problema de los
puentes de Konigs-
berg, y con esta
solucion establecio
lo que se considera
84 como el primer teo-

i rema de la teoria de
grafos asi como el
nacimiento de la
topologia.

En términos coloquiales, la topologia
gs un drea de la matematica que estu-
dia las propiedades de los objetos
que no cambian cuando éstos se de-
forman o se estiran. Un ejemplo de
este tipo de deformacion es la que se
puede hacer sobre una taza de goma
para obtener una dona:

P-of°L-0-O

(contintia)
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7.1 Introduccion

Uno de los primeros resultados de la teoria de grafos fue el que o
Leonhard Euler en el siglo xvii al resolver el problema de los puen
Kénigsberg. Este problema consiste en recorrer 7 puentes que COI
porciones de tierra, bajo la condiciéon de pasar por cada puente una s
vez. En la siguiente figura se muestra la forma en que estan distrib
los puentes: e

Euler represent6 este problema por medio de una figura como la sigui

D

(6]

y la llamé “grafo”. A las porciones de tierra representadas por un p
las llamé “vértices”, a los puentes representados por lineas les dio el no
bre de “aristas” vy al nimero de lineas que salen o entran a un vértice
llamo “orden del vértice”, el cual mas tarde se llamo valencia.

Después de analizar el problema, Euler llegé a la conclusion de que
imposible obtener un itinerario que salga de un vértice y regrese a el
sando por todas las aristas solamente una vez. Seguin Euler, si el vérti
donde se inicia y termina el recorrido es el mismo, entonces dicho vé
ce debe ser de valencia par ya que por un puente se sale y por otro difere
te se debe de regresar. Lo mismo ocurre con todos los demas vértices,



7.2 PARTES DE UN GRAFO

= debe estar contemplada la entrada y la salida, por lo tanto Euler esta-
#=ci6 que “en un grafo, Unicamente se puede establecer un ciclo que pase
-r todas las aristas solo una vez si todos los vértices tienen valencia par”.

Los grafos son representaciones de las redes, y por medio de ellos se
ede expresar en forma visual y sencilla la relacién entre elementos de
g=tinto tipo, por ejemplo se pueden usar para representar la estructura
%= una empresa en lo que se conoce como “organigrama”, o bien para
sndelar una red eléctrica, telefonica, de carreteras, de agua potable, de
~antarillado, etcétera. Los vértices pueden ser postes, transformadores,
=sfonos, ciudades, centrales telefénicas, valvulas, registros, y las aristas
= tienen relacion entre esos vértices pueden ser cables, tubos y carre-
eras, entre otras cosas. Por medio de la teoria de grafos, se pueden apro-
=char mejor los recursos eliminando conexiones redundantes y
=duciendo costos y distancias.

&n computacion los grafos se utilizan para mostrar las relaciones entre
chivos (en las bases de datos), entre registros (en la estructura de datos),
==:re computadoras y entre redes como lo hace la red internet.

s grafos son relaciones, como las que se expusieron en el capitulo an-
s=rior, que resultan ser muy utiles gracias a la forma en la que se les pue-
%= representar ya que es mas claro ver la relacion entre dos elementos en
2 grafo que en una matriz o en un conjunto.

n este capitulo se exponen los conceptos fundamentales de los grafos y
presentan algunas aplicaciones de ellos en el area de la computacion,

== embargo la teoria expuesta aqui se puede transportar a cualquier sis-
=ma en donde la intercomunicacién es fundamental.

7.2 Partes de un grafo

U= grafo (G) es un diagrama que consta de un conjunto de vertices (V) y
in conjunto de lados (L).

Tonsidérese el siguiente grafo:

1 p [Ty
jo el nom-
yeriice &

e gque &=
je a €l p2
vertics
ho Verts
o diferer
Brtices, ya
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(continuacion)

Bajo estas condiciones una faza de café
y una dona son topolégicamente equi-
valentes ya que deformando y estiran-
do cualguiera de ellas se obtiene la otra
como resultado de la transformacién.

El nacimiento de la topologia se suele
ubicar en el ano 1735, cuando Euler re-
solvio el problema.de fos puentes de
Kénigsberg, solucion gue no solo exhi-
be un enfoque totalmente topoldgico,
sino que ademas aporta el primer inva-
riante de la topologia algebraica.

Hacia finales del siglo XVl el punto de
partida del desarrollo sistematico de la
topologia fue la definicién rigurosa de
conceptos fundamentales del analisis
como funcion, continuidad, diferenciabi-
lidad, asi como el estudio de las nuevas
geometrias no euclideanas y de objetos
geomeétricos como la banda de Mobius
(1858) que se muestra a continuacion

la cual fue descubierta en forma inde-
pendiente por los matemaéticos alema-
nes August Ferdinand Mobbius y
Johann Benedict Listing en 1858.
Como se puede ver, esta banda se
caracteriza por ser una superficie con
un solo lado y un solo contorno ade-
més de ser un objeto no orientable.
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A partir de esta figura se definen los siguientes elementos:
e Vértices (nodos)

Se indican por medio de un pequeiio circulo y se les asigna un num:

* letra. En el grafo anterior los vértices son V = {a, b, ¢ d.

e Lados (ramas o aristas)

Son las lineas que unen un vértice con otro v se les asigna una letra.

numero 0 una combinacion de ambos. En el grafo anterior los lados
={1, 2, 3,4, 5, 6}.

e Lados paralelos

Son aquellas aristas que tienen relacidén con un mismo par de vértices.
el grafo anterior los lados paralelos son: P = {2, 3}

e Lazo

Es aquella arista que sale de un vértice y regresa al mismo vértice.
grafo anterior se tiene el lazo: A = {6}.

e Valencia de un vértice

Es el numero de lados que salen o entran a un vértice. En el grafo ante
las valencias de los vértices son:

Valencia (a) = 2
Valencia (b) =4
Valencia (¢) =2
Valencia (d) = 3

Hay que observar como en el caso del vértice d el lazo sélo se considi
una vez, entrada o salida pero no ambos.

7.3 Tipos de grafos

e @Grafos simples

Son aquellos grafos que no tienen lazos ni lados paralelos.
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Ejemplo 7.1. En la siguiente figura se muestra un ejemplo de grafo
simple.

Grafo completo de n vértices (K,)

=s el grafo en donde cada vértice esta relacionado con todos los demas,
=n lazos ni lados paralelos. Se indica como K, en donde n es el numero
= yértices del grafo.

Ejemplo 7.2. Enlasiguiente figura se muestrantres ejemplos de grafos

completos.
1
e
a b
K, i< K,

1.a valencia en cada uno de los vértices de los grafos completos es (n-— 1),
7 el nimero de lados esta dado por la expresion
-1
Num. de lados = E—)—

en donde n es el numero de vértices del grafo.

ALFAOMEGA
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Ejemplo 7.3. El grafo K; de la siguiente figura tiene :

Valencia de cada vértice = (5 — 1) —a

Num. de lados = Lsz“i - 10

* Complemento de un grafo (G')

Es el grafo que le falta al grafo G, de forma que entre ambos forman
grafo completo de n vértices. Este grafo no tiene lazos ni ramas paralel

Ejemplo 7.4. En la siguiente figura se muestra un ejemplo de grafo G
junto con su complemento G':

ALFAOMEGA
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Grafo bipartido

s el grafo que esta compuesto por dos conjuntos de vértices, A =1{aq, ay,
2., a,) VY B={by, by,..., by}, en donde los elementos del conjunto A se
z=lacionan con los del conjunto B, pero entre los vértices de un mismo
conjunto no existe arista que los una.

Ejemplo 7.5. Sean los conjuntos de vértices A = {1, 2, 3, 4} y B= {5, 6,
7}, con los cuales se forman los siguientes grafos:

Estos dos grafos son bipartidos, ya que los elementos del conjunto Aestan
relacionados con los del conjunto B, pero entre los elementos de un mismo
conjunto no hay relacién alguna.

a forma muy sencilla de saber si un grafo es bipartido es aplicar el he-
0 de que nunca tiene un ciclo de longitud impar, ademas de que debe
= cumplir con la caracteristica mencionada anteriormente.

Grafo bipartido completo (K, )

is el grafo que esta compuesto por dos conjuntos de vértices, uno de ellos
L= {a1, ay, as,..., 8n} y 0tro B={by, b,..., by}, v en el que cada vértice de A
==t3 unido con todos los vértices de B, pero entre los vértices de un mismo
onjunto no existe arista que los una. El grafo bipartido completo se indi-
=2 como K, .

L LR RN .

ay ®®*0 000000 |
T
n"‘
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Ejemplo 7.6. En la siguiente figura se muestran dos grafos bipartidos :
completos:

En el caso de K, , se tiene que A= {1, 2, 3, 4} vy B={a, b}, mientras que en
K; 3 setiene que A={a, b}y B={1, 2, 3}.

ALFAOMEGA

VII. Graros

1 2 3 4 1
£ By i
2 _ Lo
b
3
a b :

K 4,2 KZ,. 3

7.4 Representacion matricial

El uso de matrices para representar sistemas de ecuaciones, relaciones
grafos permite una rapida y clara manipulacion de la informacién, asi co
el determinar algunas propiedades de los grafos que de otra manera serias
mas dificiles de obtener. Ademaés de esto se tiene que en la computados

es mas facil el manejo de matrices, ya que se pueden tratar como arreg
o listas doblemente ligadas.

A continuacién se describen las representaciones matriciales de 1
grafos.

¢ Maftriz de adyacencia (M,)

Es una matriz cuadrada en la cual los vértices del grafo se indican co

filas y como columnas: el orden de los vértices es el mismo que guards
las filas v las columnas de la matriz. Se coloca un 1 como elemento de
matriz cuando existe una relacién entre uno y otro vértice, o bien un
cuando no exista relacién alguna.




7.4 TREPRESENTACION MATRICIAL

Ejemplo 7.7. A continuacion se muestra un grafo y su matriz de adya-
cencia correspondiente:

S ———

b
a b c d e
| a i e gl |
Ty = )
Wi ——f L= =0
d el S e
] o TSR0 )
e ;

Algo que se puede observar en la matriz de adyacencia es gue no se pue-
den representar en ella los lados paralelos, como ocurre con el par de
aristas que unen los nodos by d. En esta matriz también la mayoria de las
aristas estan repetidas, como ocurre con la arista que une a los vertices b
y cque tiene un 1 en la linea b columna ¢, pero que también tiene un 1 en
la fila ¢ columna b. Por 1iltimo, los lazos, a diferencia de las aristas norma-
les solamente se representan una sola vez. Se puede concluirque la matriz
de adyacencia es buena para llevar a cabo operaciones con relaciones,
pero que no permite registrar en ella toda la informacion del grafo.

» Matriz de incidencia (M;)

=n esta matriz se colocan los vértices del grafo como filas y las aristas
como columnas.

Ejemplo 7.8. Considérese el siguiente grafo junto con su matriz de
incidencia correspondiente:

=
|
© a0 o

[ R = W e g == =
PSR AN I
= o O o = O
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Iy Is

N = 2 O O O
N = O OO

—
[=2]

PO e e
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En esta matriz si es posible representar lados paralelos, como ocurre con
Iy, I, Is ¥ Ig. Al sumar los elementos de cada una de las filas se obtiene la
valencia de los vértices, y al sumar las columnas es posible distinguir
cuando se trata de un lazo ya gue su suma es 1, como ocurre con I3V Ig.
Cuando no se trata de lazos, el resultado de la suma es 2.

ALFAOMEGA

7.5 Caminos y circuitos

En un grafo se puede recorrer la informacién de diferente manera, lo ¢
implica seguir distintas rutas para llegar de un nodo del grafo a otro.
continuacion se definen varios conceptos relacionados con el recorrido
un grafo, v en el ejemplo 7.9 se ilustran éstos.

e (Camino

Es una sucesion de lados que van de un vértice x a un vértice w (dich
lados se pueden repetir).

e (Circuito (ciclo)

Es un camino del vértice w al vértice w, esto es, un camino que regresa
mismo vertice de donde salio. ‘

e Circuito simple de longitud n

Es aquel camino del vértice w al vértice w que solamente tiene un ciclo
la ruta que sigue.

e Camino simple de longitud n

Es una sucesion de lados que van de un vértice x a un vértice w, en don _
los lados que componen dicho camino son distintos e iguales a n. E
significa que no se puede pasar dos veces por una misma arista.
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Ejemplo 7.9. Con relacion al grafo

~ se tienen los recorridos que muestra la tabla con sus correspondientes

caracteristicas.
Camino Circuito
Recorrido = | Camino | simplede | Circuito simple de
: longitud n _ longitud n
{a, b, cedf ¥ *1,=5
:Mmghd St
{c, e e dc b * “1.=5
id, e g, e e d Sk : o
e, e} * i bl
{h, a, b, ¢, a, h} & : 2 ;
le, d, e, d 5 : 2 S
la,.b.¢.d. e i
{a, h, a} " = *L=2
{b,acdf £ “L=4 '

Observar que todo recorrido es un camino y que la longitud del camino o
del circuito es el numero de vértices que se tocan menos 1.

Grafo conexo

= aquél en el que para cualquier par de vértices w, x, distintos entre si,
iste un trayecto para ir de wa x.

ALFAOMEGA
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Ejemplo 7.10. Aqui se muestra un grafo conexo y uno no conexo.

b

Grafo conexo Grafo no conexo

En el grafo conexo (conectado) siempre existe un camino para ir de
vertice a otro, sin embargo en el grafo no conexo existen vértices que
estan conectados y, por lo tanto, no se puede acceder a ellos. Asi, en
grafo no conexo del ejemplo 7.10 no se puede tener un camino para ir d
vertice b al e.

o Camino de Euler

Es aquel camino que recorre todos los vértices pasando por todas las T
solamente una vez.

- Ejemplo 7.11. Considérese el siguiente grafo

d

Un camino de Euleres {a, b, e, d, ¢, f, g, d, h, h, i, gl obien {g, i h, h, d, g,
fc d e b, a}

ALFAOMEGA




7.5 CAMINGCS Y CIRCUITOS

‘na caracteristica importante de los grafos que tienen camino de Euler
= que siempre comienza y termina en vertices que tienen valencia impar,
wor esta razén es imposible que en el grafo del ejemplo 7.11 un camino
i= Euler pueda comenzar en el vértice f. Por otro lado, si un grafo tiene
=5 de dos vértices con valencia impar, entonces no puede tener un ca-
no de Euler ya que es requisito que tenga dos y solamente dos vértices
i= valencia impar.

Circuito de Euler

= aquel ciclo que recorre todos los vértices pasando por todos los lados
solamente una vez.

_n grafo tiene un circuito de Euler si y s0lo si es conexo y todos sus veér-
r=s tienen valencia par. :

1) Verificar que el grafo sea conexo v que todos los vértices tengan
valencia par. Si no cumple con estas condiciones entonces el
grafo no tiene circuito de Euler y finalizar.

2) Si cumple con la condicién anterior, seleccionar un vértice arbi-
trario para iniciar el recorrido.

3) Escoger una arista a partir del vértice actual. Esa arista seleccio-
nada no debe ser “lado puente”, a menos que no exista otra al-
ternativa.

Lado puente es aquella arista que si se elimina, los grafos
pierden la propiedad de Ser conexos.

4) Desconectar los vértices que estan unidos por la arista seleccio-
nada.

5) Si todos los vértices del grafo ya estan desconectados, ya se
tiene el circuito de Euler y finalizar. De otra manera continuar con
el paso 3.

= firma del diablo es un juego que consiste en dibujar una figura sin le-
el lapiz del papel, partiendo de un punto y regresando nuevamen-
= 2 2] sin pasar dos veces por una misma arista. Este problema se puede
==olver por medio del circuito de Euler.

D siguiente algoritmo de Fleury permite determinar un circuito de

297
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Ejemplo 7.12. Determinar un circuito de Euler en el siguiente grafo.

a

Solucion

1) Se puede observar que, efectivamente, se trata de un grafo conexo
¥ que todos sus vértices tienen valencia par.

2) Considérese que se inicia el recorrido en el vértice a.

3) Hay que escoger una arista a partir del vértice actual, y esa aris-
ta seleccionada no debe ser “lado puente” a menos que no exis-
ta otra alternativa.

Se puede seleccionar cualquiera de las dos aristas (a, b) o (a, ¢),
ya que ninguna es puente. Supdngase que en este caso Se esco-
ge (a, b), indicada con linea punteada.

4) Registrese como parte del circuito de Euler dicha arista. Circuito
de Euler: (a, b).

5) Desconéctense los vértices que estan unidos por la arista seleccio-
nada. Después de eliminar la arista se tiene el siguiente grafo

a

d e f

Como en este caso todavia no estan desconectados todos los
vertices del grafo, se contintia desde el paso 3, obteniéndose las
siguientes posiciones:

ALFAOMEGA
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Como se ve en el siguiente grafo, del vértice actual b se puede
seleccionar cualquiera de las aristas (b, ¢), (b, €) o (b, d), ya que
ninguna es puente. Supongase que se escoge (b, ¢) indicada con
linea punteada. Circuito de Euler: (&, b, ¢).

a

d e - .

Del vértice actual ¢ se puede seleccionar cualquiera de las aristas
(c, €) o (c, 1), ya que ninguna es puente. Supongase que se esco-
ge (¢, e) como se indica. Circuito de Euler: (a, b, ¢ e).

ALFAOMEGA
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Del vertice actual e se puede seleccionar cualquiera de las aristas
(e, b) o (e, d), pero no (e, f} porque se trata de un lado puente.
Supongase que se escoge (e, d) como se indica en el siguiente
grafo. Circuito de Euler: (g, b, ¢, e, d).

Eliminando la arista seleccionad_a se obtiene el siguiente grafo:

3

a

d e

Ay

En el vertice actual d solamente esta el lado puente (d, b), pero

como ya no existe otra arista se selecciona ésta. Circuito de Euler:
(a,. b, c e d b)

i

Eliminado la arista seleccionada se obtiene el siguiente grafo:

a

e e
@
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Se continta asi hasta que todos los vértices queden desconectados.
Finalmente se obtiene el circuito de Euler: (g, b, ¢, e, d, b, & £, ¢, a).

a
®
b : c
L ®
® ® ®
d e £

Como se menciond, con el circuito de Euler se puede dar solucion
al juego de La firma del diablo al reconstruir el grafo, partiendo
del nodo a, como lo muestra la numeracion de las aristas:

» Circuito de Hamilton

Se trata de un problema similar al del circuito de Euler, con la diferencia
de que en lugar de pasar por todos los lados del grafo solamente una vez,
=n el circuito de Hamilton se pasa por cada vértice solamente una vez.

=1 problema surgi6 en el siglo xix cuando Hamilton inventd un juego en
donde estaban colocados nombres de ciudades en las esquinas de un
dodecaedro. El juego consiste en iniciar en cualquier ciudad, viajar a lo
largo de las aristas y visitar cada una de las ciudades exactamente una
w=z y regresar al punto de partida.

Respecto de un grafo se sabe que tiene un circuito de Euler si es conexo
v todos sus vértices tienen valencia par, sin embargo 1no hay forma de
szber con anticipacién si un grafo tiene o no un circuito de Hamilton.

i William Rowan Hamilton
(1805-1865)

Fue un matemético, fisico y astronomo
irlandés cque hizo importantes contribu-
ciones al desarrollo de la optica, la dina-
mica y el dlgebra. Sin lugar a dudas su
investigacion mejor conocida es su des-
cubrimiento de los cuaterniones, sin
embargo su trabajo tambien ha sido muy
importante en el desarrollo de la mecani-
ca cuantica.

En relacion con los cuaterniones se
tiene que éstos se definen como el con-
junto de numeros de la forma

H = {a+bitcj+dk | a, b, ¢, d € R;
i=j=k=ijk=-1}

Usando la definicion de suma v produc-
to entre matrices con elementos complejos
se definen la suma y el producto entre cua-
terniones, v la estructura algebraica que
se obtiene es la de un campo con producto
no conmutativo, esto es, la de un anillo con
division o campo asimetrico.

Ademas de su
importancia intrin-
seca y de su utilidad
enla teoria de nume-
108, los cuaterniones
se aplican en elec-
tromagnetismo, teo-
ria de la relatividad y
mecanica cuantica.

ALFAOMEGA
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Ejemplo 7.13.
siguiente grafo.

Determinar, si es posible, un circuito de Hamilton en el

Como se ve, el circuito de Hamilton es{a b h, g e,j

I 1 d ¢ a}, la linea
punteada.

En general los algoritmos Para obtener un circuito de Hamilton en un gra-

fo tardan un tiempo exponencial, y estan en funcién del nimero de vértices
y aristas.

ALFAOMEGA
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B6 lsomofismo .. ... ..o o Siaaai

se dice que dos grafos G v G, son isomorfos cuando teniendo apariencia
siferente realmente son iguales, porque coinciden en:

El niimero de lados.

El niimero de vértices.

El conjunto de valencias.

Ser 0 no CONExos.

El numero de circuitos de longitud n.
Tener o no circuito de Euler.

Esto implica que todos los vértices de Gy tienen un vértice equivalente en
-, v que todas las aristas del grafo G, tienen una arista equivalente
=n G,. La consecuencia de esto es que con las propiedades de un vértice en
G, como argumentos, y por medio de una funcién biyectiva f, se puede
shtener un vértice en G, con las mismas propiedades. También teniendo
2s propiedades de un vértice en G, como argumentos, y por medio de una
=incién biyectiva g, se puede obtener un vertice en Gy con las mismas
propiedades.

LN B B B B R B B A BB B BN NN B R B LR R R B

Por otro lado, se sabe que dos grafos G, y G son isomorfos siy sélo sipara
zlguna ordenacion de vértices y sus aristas, sus matrices de incidencia

son iguales.
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Ejemplo 7.14. Determinar silos grafos siguientes Gy y G, son isomorfos,
haciendo coincidir sus matrices de incidencia, manteniendo una matriz
estatica y realizando intercambios de filas y/o columnas en la otra matriz.

Solucién. Se tiene que las matrices de incidencia son:

X1 Xy X3 Xy X5 Xg X7 Xg Xg Xqg

803172020 1 10760 0. 0
BEIE 0 ER 0001020210
Mo — ¢ [7 0 a0 -1 0y
dal0=0a i B 1 00T <0
S0 0n1 90000 511
=00 0001 0 0t
It Ip I3 Iy Is Ig Iy Ig Ig Ipg
85 o 2 LR e VY SR e R 1)
G e-0=1 0°0-0-0- 0
Me = 3101000 00 1000
d 00 N0 D
SR eI B R e s R B ()
64100 001 0.1 01
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Con lo anterior es posible comprobar que efectivamente G y G, son iso-

morfos.
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Es muy complicado demostrar que dos grafos son isomorfos haciendo &=
tercambios de filas y/o columnas hasta que las matrices de incidencia e
incidan, y lo es atin mas a medida que aumenta el nimero de vértices
aristas, independientemente de si esto se hace en forma manual o en
computadora.

Debido a lo anterior, en lugar de hacer coincidir las matrices lo que se ha
es una comparacion de las propiedades principales de los grafos de form
que si coinciden en todas ellas se concluye que son isomorfos, pero
existe alguna diferencia (ya sea en el numero de vértices, en el conjuns
de valencias, o si uno de ellos es conexo y el otro no, o si uno tiene circa
to de Euler y €l otro no, o bien si uno de ellos tiene mas circuitos de lone
tud n que el otro), esto es causa suficiente para determinar que los graf
no son isomorfos.

En la siguiente tabla se muestran las propiedades en donde debe habe
coincidencia entre los grafos G; v G, anteriores para que se considers
isomorfos.

Propiedad G, G, Observacién

Num. de 6 6

vértices

Num. de lados 10 10

Valencias 2,4,4,4, 1|4, 2, 2,4, | Coinciden en el mismo nu

4 2 4.4 mero de vértices de valen-
cias 2 y 4.

Conexo Si Si Ya que para cualquier par d
vértices se puede encontra:
un camino.

Camino de Euler | No No Ya que todos los vértices
tienen valencia par.

Circuito de Si Si Ya que todos los vértices

Euler tienen valencia par v se trata
de grafos conexos.

Circuitos de 6 6 En lugar de tener longitue

longitud n. (En a,b,da |1,35,1 | 3, se pudo ver cuantos ci

este caso de b e b 1,6,4,1 | cuitos tienen longitud 4

longitud 3.) b,d,¢,b | 1,4,5,1 | Peroen cualquier caso debe

b, d e b -1, 56,1 | coincidir
c,d e c 2,4,6,2
(62 = i A6
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Es posible observar que en el caso de valencias, la coincidencia debe ser

-n el nimero de nodos de cierta valencia, v cuando se trata del numero
de circuitos de longitud n deben coincidir en el numero y la longitud. Por
siemplo, si uno de ellos tiene un circuito de longitud b y €l otro no, eso es
causa suficiente para concluir que no son isomorfos. Las propiedades de
“Camino de Euler” y “Circuito de Euler” son relativamente faciles de
sterminar. Sin embargo, no es facil determinar si tienen o no un circuito
ie Hamilton. Si es posible determinar de una forma relativamente facil si
dos grafos tienen o no circuito de Hamilton seria recomendable hacetlo,
STO en caso contrario, con que sean iguales en las caracteristicas que
contiene la tabla anterior es suficiente.

7.7 Grafos planos

Un grafo plano es aquel que se puede dibujar en un solo plano y cuyas
aristas No se cruzan entre si.

Por otro lado, la ecuacién de Euler

A=L-V+2

o] eyl e

en donde A = numero de areas, L = numero de lados y V = numero de
=rtices, es valida para un grafo plano y conexo.

,'Ejemp'l_o 7.15. El siguiente grafo es un ejemplo de grafo plano y co-
- Nexo:
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Se consideran areas a todas aquellas secciones cerradas {1, 2, 3, 4, 5 6lyva
la seccion que rodea el grafo {7}, como se muestra en la siguiente figura.

De aqui se tienen los valores A = 7, L= 11y V = 6, los cuales satisfacen la
férmula de Euler: 7= 11 -6 + 2.

Otra propiedad importante de un grafo plano es que cada lado es frontera
maximo de dos areas. Asi en el grafo del ejemplo 7.15 se tiene que el lade
c-fes frontera de las areas 5y 6, v el lado b-clo es de las areas 1 Vit

De acuerdo con lo anterior, si se tiene un grafo en el que la igualdad A=L
-V + 2 no se cumple o bien uno de los lados es frontera de mas de dos
areas, entonces con esto es mas que suficiente para establecer que el gra-
fo considerado no es plano.

Existen grafos importantes que se vieron anteriormente, por ejemplo K, es
un grafo plano ya que se puede dibujar sin que sus aristas se crucen, pero

Ks5 es un grafo no plano ya que no hay forma en que por lo menos un par
de aristas se crucen.

\
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En el grafo K, es facil observar que cada uno de los lados es frontera de

» maximo dos areas y que la ecuacién de Euler se cumple ya que A = 4,
1 L=6yV=4

’ =n relacién con Kj se observa que si el grafo se pudiera dibujar en forma
L slana, la linea punteada seria frontera de las areas (b, d, e, b), (a, b, d, a)
2 7 (a, b, d, ¢, a). Incluso es complicado delimitar las areas.

: Dtro grafo importante que no es plano, es el grafo bipartido completo Kj 3
L J gue se muestra a continuacion:

3

L ]

’ a ¢

3

&

[

® d

- 1.-

i se observa que no es posible dibujar en forma plana un Kj 5.

Entre mas grande y complejo sea el grafo, es mas dificil identificarlas areas
también es mas complicado verificar si efectivamente cada uno de sus
=dos es frontera de méaximo dos areas adyacentes, por lo tanto, practica-
=ente es imposible determinar si la ecuaciéon de Euler se cumple y en
onsecuencia es dificil determinar si el grafo es plano o no.

=0 lugar de determinar si la ecuacién de Euler se cumple y si cada uno de
os lados es frontera de maximo dos areas, se utilizan K; 3 y K5 como pa-
ones para demostrar que otros grafos mas complejos no son planos. Esto
s posible eliminando lados hasta encontrar oculto un grafo no plano Kj;
2 K; como lo establece el siguiente teorema:

‘eorema de Kuratowski

on grafo G es plano si y sélo si no contiene un subgrafo Ks o Kj 3.

309
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Ejemplo 7.16. Sise desea dibujar en forma plana el siguiente grafo

L i

una buena aproximacion es el siguiente grafo en donde se han movido de
lugar los lados 3-4, 5-2 v 4-8:

Sin embargo, el grafo atn no es plano ya que se cruzan dos pares de
lados. ‘

Es posible que cambiando de lugar los vértices (algo que también es per-
mitido) se pueda lograr que sélo se crucen un par de lados, pero nunca se
podra dibujar en forma plana ya que el grafo contiene en su interior un
grafo K; 5 que se sabe que no es plano. Esto se puede observar si se elimi-
nan los lados punteados 5-2, 6-9, 7-8, 2-4, 2-9 y 6-7, y los vértices 2, 7 v 9
de acuerdo con la siguiente figura.

Cuando se busca si G contiene un grafo no plano en su interior como K33
y K se eliminan los vértices de valencia dos, como fue el caso de los nodos
10 y 11 pero no necesariamente se elimina la arista o bien pueden elimi-
narse las aristas, como ocurre con los vértices 9 y 7. También es valido
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el grafo G contiene en su interior un grafo K33 v Ks y que por lo tanto no
es plano como se muestra en la siguiente figura

Dibujando el grafo con los vertices y las aristas que se conservan, se pue-
de observar claramente que se trata de un grafo K; 3, como se muestra a
continuacion:

=

Es obvio que si un grafo tan pequeno como Kj; ; no es plano, menos lo va
a ser uno mas grande que contenga dentro de él a un Kj ;.

2y que tener presente que para determinar si un grafo tiene en su inte-
or un grafo K, éste debera tener cinco o mas vértices y cada uno de ellos
na valencia de cuatro o mas. Asi mismo, para que un grafo pueda tener
n su interior un Kj 3 como minimo debe contar con seis vértices y cada
no de ellos al menos debe tener valencia tres, ademas de que en el K
pdos los vértices estan relacionados entre ellos y en el Kj ;3 hay dos con-
intos de veértices en donde los de un conjunto estan relacionados con
s del otro y entre elementos de un mismo conjunto no existe lado
me los una. b

eliminar todas las aristas y los vértices que permitan ver claramente que :

311
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El siguiente grafo se conoce como de Petersen y se trata de un grafo
plano porque contiene dentro de él un subgrafo Kj; como se mues

continuacion
a
et
P\
d e

Eliminando las aristas punteadas y los vertices blancos se tiene el siguis
te subgrafo K33 que se sabe que no es plano, por lo tanto el grafo de
fersen tampoco es plano:

a
a (6
é s,
e f
d b
d e

7.8 Coloracién de grafos

Sea G(V,A) un grafo y sea C un conjunto de colores. La coloracién de
vértices V del grafo usando un color del conjunto C se encuentra dada
la funcién

f:V — Ctalque V vy, v; € V adyacentes

- f(vq) = f(vy)
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Esto significa que cuando se lleva a cabo la coloracién cada par de vertices
adyacentes v, y v, del grafo deberan estar iluminados con un color dife-

& cada vértice del conjunto V, la funcién f le asocia un color del conjunto
C.Es importante mencionar que 10 €3 necesario que se utilicen todos los
—olores del conjunto C, lo que implica que se trata de una funcion que no

_ suprayectiva.

71 1a coloracion de grafos lo que se busca es usar la menor cantidad de
colores posible, cuidando que no existan vértices adyacentes del mismo

8.1 Nuamero cromatico

Se llama numero cromatico del grafo G al numero minimo de colores con
que se puede colorear un grafo, cuidando que los vértices adyacentes no
“engan el mismo color. El numero cromético se indica de la siguiente como

G).

]

Ejemplo 7.17. Considérese que seé desea iluminar el siguiente grafo G
y que se dispone para ello del conjunto de colores C =11, 2, 3, 4, 5}, tenien-
do en cuenta que vértices adyacentes no deben tener el mismo color y que
se debe usar el menor numero de colores posible para encontrar el nuame-

TO cromatico.

Solucion

Se selecciona el vértice que tenga mayor valencia y se ilumina de un color
de los disponibles en el conjunto C, después se colorean los vértices ad-
yacentes a él con un color diferente, verificando que no se presenten
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vértices adyacentes iluminados con un mismo color. Luego se toma el vér- -+
tice que tenga mayor valencia de este grupo de vértices coloreados en
segunda opcion v se colorean sus vértices adyacentes, cuidando que no
existan vértices adyacentes del mismo color y usando el menor niumero de
colores posibles para iluminar el grafo. Lo que se obtiene son los siguientes

estados del grafo:
2 ez - -g-r;; ]
Y h,2
e
c2 a1

c d1

Después de colorear el
vértice d con el color 1

Después de colorear los
vértices adyacentes a d

e2 a3 o2 g3
b,1 -
5 b2
G2 d1 c2 a1
Después de colorear los Después de hacer los ajustes

vértices adyacentes
faltantesa e

necesarios y colorear los
vertices faltantes

En este ejemplo primero se ilumino el vértice d, por ser el que tiene valen-
cia mayor (en caso de dos o0 mas vertices de mayor valencia se selecciona
cualquiera de ellos). Después se colorearon los vértices adyacentes a él
cuidando que no existan vértices con el mismo color, por ejemplo si el
vértice ¢ ya esta iluminado con el color 2, el vértice f no puede iluminarse
también con el color 2 o €l color 1 porque es adyacente al vértice ¢ y al
vértice d. Nuevamente se selecciono un vertice de mayor valencia que aun
no tenia todos sus vértices adyacentes iluminados, en este caso el vértice
e, vy se colored el vértice adyacente faltante b con el color 1. Finalmente fue
necesario realizar los ajustes necesarios usando la menor cantidad de
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colores para lo cual fue necesario cambiar el color del vértice b al color 3
para que el vértice a fuera iluminado con el color 1. Se encontré que el
numero maximo de colores utilizado para iluminar el grafo G son 3, por lo
tanto su nimero cromatico es X(G)=3. Hay que observar que no fue nece-
sario utilizar todos los colores del conjunto C de forma que la coloracion
usando la funcién f: V — C se puede representar de la siguiente manera

\

[ I TR e 7 R )

g R W N e

G R R

Aqui se observa que f: V— C no es una funcién suprayectiva, consideran-
do que V vy, V5 € V adyacente f(v1) = f(v,).

TE R EE E R ERE N RN BB N

coloracion de grafos es un problema NP-Computable y esto significa
22 no hay procedimientos eficientes para llevar a cabo esta tarea, sin
=mbargo existen métodos aproximados que pueden dar buenos resultados.
no de ellos es el siguiente:

1) Seleccionar el vértice de mayor valencia v e iluminarlo con un
color cualquiera del conjunto C.

2) Colorear los vértices adyacentes al vértice v verificando que no
existan vértices adyacentes del mismo color. En caso de ser nece-
sario llevar a cabo intercambio de colores con la finalidad de usar
lamenor cantidad de ellos. Si ya estan coloreados todos los vértices
del grafo finalizar, en caso contrario continuar con el paso 3.

3) Seleccionar el vértice v de mayor valencia que ya esté coloreado
v que todavia tenga vértices adyacentes sin colorear. Regresar
al paso 2.

i

Saseesnaresass

= recomienda colorear del mismo color tantos vértices como sea posible
- luminar al mismo tiempo los vértices que compartan nodos vecinos.

ALFAOMEGA



316 VII. GRAFOS

7.8.2 Caracteristicas del nUmero cromatico

El numero cromaético posee las siguientes siete caracteristicas fundames
tales:

a) Un grafo G tiene numero cromético X(G)=1 si y sélo si no ti
aristas: i

@
gd

ya que un vértice tnicamente puede iluminarse de un s
color.

b) El nimero cromético para un camino o un ciclo de longitud 2
X(G)=2 ya que siempre se podran alternar los colores:

b2

C, 1 c 1 d,2

c) Siel grafo G tiene un ciclo de longitud impar entonces X(G) >

dz2 3

c3
e2
a4
al b2 g1

£.3

X(G) =4

d) El numero cromatico del grafo completo K, es X(K,)=n, consi: :
rando que la caracteristica de este tipo de grafo es que todos le
vertices son adyacentes entre si. Por jemplo K, tiene num:
cromatico 4, porque es el menor numero de colores con el que
puede iluminar, cuidando que vértices adyacentes no tengan
mismo color.
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dz2

a3 b4
2 K

4

e) En general la mayoria de los grafos tienen un numero cromatico
X(G) <n porque se entiende que no estan relacionados todos los
vértices entre si, como ocurre con los grafos completos de n vér-
tices K,.

f) Los grafos bipartidos o bipartidos completos (K, ), tienen un
numero cromatico X(G)=2. :

o | d1 el i
i d2
el e,2
a2 b2

Grafo bipartido Bipartido completo sz .

g) Todos arboles de cualquier orden tienen numero cromatico X(G)
= 2 0 bien se dice que son 2-colorables.

el

b2, 32 - 2 k2
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Problema de los
cuatro colores

Es’ce problema surgié a mediados del
siglo xx cuando Francis Guthrie (1831-
1899), luego de colorear el mapa de Ingla-
terra con 4 colores, planteé la cuestion de
si todos los grafos planos se podrian colo-
rear con solamente 4 colores. El problema
permanecié sin ser
Iesuelto por mas de
cien afos hasta que
en 1976 Kenneth
| Appel y Wolfgang
Haken demostraron
con ayuda de una
computadora que
efectivamente todo
grafo plano tiene un
nimero cromatico
menor o igual a 4.

ALFACMEGA
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Un grafo G con numero cromatico X(G)=5 se llama 5-colorable v se infi
que si es 5-colorable es también 6-colorable ya que si un grafo G sé pu
iluminar con b colores es obvio que también se podra colorear con 6, aun
Su nimero cromatico es 5.

7.8.3 Coloracién de grafos planos

Todo mapa puede ser representado por un grafo plano, en donde ca
parte del mapa representa un vértice. En el grafo también se debe inclus
la parte que rodea al mapa como un vértice adicional, ya que es adyace

a varias partes del mapa. Dos partes del mapa que son vecinas se Iepr
sentan como vértices adyacentes en el grafo. A continuacién se mue
un pequeno mapa con su correspondiente grafo plano.

En relacion con el coloreado de un grafo se tiene el siguiente teorema:

Teorema de los cuatro colores. (Appel y Haken)

Cualquier grafo plano G puede ser coloreado con cuatro colores dife-
rentes.

o

Esto significa que independientemente del tamafio o complicacién de un
grafo plano, su nimero cromético es X(G) < 4.

Sera menor de 4 si se trata de un grafo plano muy sencillo y maximo sera
de 4 para grafos complicados.
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Ejemplo 7.18. Para colorear y obtener el nimero cromatico del grafo
plano G que se obtuvo a partir del mapa anterior, se procede de la siguien-

te manera:

KL

Después de colorear los vertices
adyacentes restantes de b.

Después de colorear el vertice k
y sus vértices adyacentes.

r

Cambiando de color j y coloreando
el vértice g

Por tanto se tiene que X(G) = 4.

También es posible la coloracion de los grafos iluminando las aristas en
tugar de los vértices. El siguiente grafo tiene iluminadas sus aristas con
1os colores {1, 2, 3} verificando que dos aristas de un mismo color no incidan

=obre un mismo veértice.
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La coloracién por aristas permite usar la coloracion en programacion @
actividades con la finalidad de optimizar los recursos con que se dispons

Ejemplo 7.19. Sean el conjunto de maestros M = {m,, my, m;, my} vy el
conjunto de aulas A = {a;, a, as}. La representacion de la relacién entre los
maestros y las aulas por medio de un grafo usando aristas de distinto color,
en donde el color de la arista indica la hora a la cual se imparte la clase, es
la siguiente:

Aqui se tiene que

1: Clase de 8:00-9:00.
2: Clase de 9:00-10:00
3: Clase de 10:00-11:00
4: Clase de 11:00-12:00
5: Clase de 12:00-13:00
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3.4 Polinomio cromatico

" numero de formas en que se puede colorear el grafo G usando w colores
= le llama polinomio cromatico de G y se denota como P(G,w).

=s propiedades del polinomio cromatico son:

a) Si el numero de colores es menor que el numero cromatico, no

hay forma de colorear el grafo y por tanto el polinomio cromatico
es cero:

Siw < X(G) entonces P(G,w) =0

b) Si G es un grafo con un solo vértice y sin aristas, entonces el

numero de formas en que se puede colorear ese vértice con w
colores es w:

P(G,w)=w
¢) Si G es un grafo completo de n vértices (K,) entonces:
P(G,w) =P(K,w)=w(w—-1)(w-2) ... [w—-(n-1) ] =w!

Por ejemplo, si el siguiente grafo se colorea a partir del vértice a
se tiene que

P(Ksw) = w(w — 1)(w — 2)(w — 3) = 4!

w-3

"X EE.E R N -4Ano...o-'mu...n_.,

I
=

321

ALFAOMEGA



322 VII. Graros

d) El numero cromatico para un camino simple es:

P(G,w) = w(w - 1)(w-1)...(w-1) = w(w — 1)>?

e) Si G esta integrado por subgrafos, es necesario descomponer
grafo en subgrafos cuyo polinomio cromético sea conocido. L
descomposicion se lleva a cabo eliminando aristas para obte
un subgrafo G, y obtener de éste un subgrafo conocido que s
llamaréa G';. En caso de ser necesario, se vuelve a descompo
Gy hasta obtener solamente subgrafos conocidos. La expresic
que permite determinar el polinomio cromatico de G es:

P(G,w) = P(Gy,w) — P(G’,,w)

Ejemplo 7.20. Determinar el polinomio cromético del siguiente gra-
fo G:

Solucion

El polinomio cromatico del grafo anterior no es conocido ya gue no es un
grafo integrado por un solo vértice sin aristas, fampoco es un camino sim-
ple, ni un grafo completo de n vértices K, por lo tanto se debe descompo-
ner en subgrafos cuyo polinomio cromatico sea conocido.

ALFAOMEGA
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Considérese que se elimina la arista X que ccmacta alo: 5 '_-ert;lces dyfpara
obtener el subgrafo G,. Hay que observar tanib. , ,‘que G’y es suhgrate de

Sustituyendo valores en

P(G W) = P(GX,W) PG w)
~ se tiene que
. . = %
P(G,w) = w [w(w-1)(w — 1)(w-1)] - w(w - 1)(w — 1)(w — 1)
=w (W — 1w - 1)(w - 1)(w - 1) =w(w-1)*
~ Con el polinomio cromatico, también es posible obtener el nimero croma- =
 tico de G. Hay que observar que para un valor de w = 1 se tiene que P(G,w)
- =0 lo que quiere decir que no es posible colorear ninguna vez el grafo.
- Para w = 2 el nimero de formas en que se puede colorear G es:

P(G,2)=2(2-1)*=

~ Por lo tanto X(G) = 2 ya que es el menor valor de w con el que se puede =
colorear el grafo G. b

- Por otro lado, el numero de formas que se puede colorear G con w=56
—ess : ; : -

B(G,5) = 5(5 - 1)* = 1280

ALFAOMEGA
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Ejemplo 7.21. Para el siguiente grafo G determinar el polinomio croma-
tico P(G,w), el numero cromatico X(G) y el numero de formas distintas en
que se puede colorear dicho grafo si w = 5.

Solucion

Debido a que G no es un grafo con el cual se pueda obtener directamente
el polinomio cromatico, es necesario descomponerlo en G, y G’y como se
muestra en la figura.

-

(2 e e
X
g it g
b b b

G el G

X

Como del subgrafo G, tampoco es posible obtener su polinomio cromatico,
se descompone nuevamente:

e = e e e
d d
d - L SE -
b : b b b b
G G; G’x G; GX

X
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Hay que observar que ahora ya es posible obtener el polinomio cromatico,
considerando que Gy esta integrado por un subgrafo completo de longitud
3 y un vértice sin aristas y que G’y es dos veces un grafo completo Ks.

Se tiene que
P(G,w) = P(Gy,w) — (G'x, W) — (G5, W)
Sustituyendo:
P(G,w) = W [W(W-1)(W — 2)] — W(W — 1)(W — 2) — w(w — 1)(w — 2)
=w (W-1)(w-2)(w-1-1)=w(w-1)(w-2)

Hay que observar gue con w < 3 no es posible coloreér ninguna vez el
grafo, por lo tanto P(G,w) = 0 y el valor de w minimo con el cual se puede
colorear G es w = 3 y por tanto el numero cromético es X(G) = 3.

Si w = 5, entonces el nimero de maneras diferentes en que es posible
colorear G es:

~ P(G,5)=5(5 - 1)(5 - 2)*=180

7.9 Aplicaciones de los grafos

almente nada funciona de manera individual, por el contrario existe
a relacion entre los distintos elementos que integran un sistema, traba-
D 0 equipo.

1esto que los grafos permiten modelar todo acquello que esté relacionado,
=s evidente que su aplicacién es muy amplia y variada.

7.9.1 Reconocimiento de patrones mediante grafos
de similaridad

_os grafos de similaridad permiten agrupar informacioén con caracteristicas
s=mejantes. Esto implica formar subgrafos en donde los vértices de un
subgrafo estan relacionados entre si, pero no tienen relacion con los vértices
==l otro subgrafo, ya que no son similares. Una aplicacion de este tipo de
afos se encuentra en el reconocimiento de patrones, en donde se agrupa
aformacion con propiedades muy parecidas de tal manera que se
suedan detectar enfermedades como el cancer, al agrupar conjuntos de
as que comparten caracteristicas similares. Otra aplicacion se encuen-
= en la cartografia, en donde grupos de pixeles (pequefios cuadritos de

ina imagen) se agrupan porgue son muy parecidos y por lo tanto se con-
=deran similares.

"FEFEEEEEEEFEFEEEENENENEES R R R BB R R OR RN OB R N AN SN
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En este tipo de grafo se debe definir una funcién que permita deter'minar
la similaridad que existe entre los vértices, principalmente la distanciza
entre sus caracteristicas. Una funcién muy usada para determinar la dis-
tancia es:

n
S(P}(_PV) = 2 |PX.1_PY.1| = JPX,l _PV.'.l.l 7
1=1
+ |Px,2_PY,2| Friliunne: + |Px.n_Py,ml

en donde Py, es la propiedad n del punto P, y Py es la propiedad m del
punto Py. Con la funcién anterior es posible determinar la distancia que
existe entre las propiedades de los vértices x, y. Un valor grande de
S(Py — Py) indica que no existe similaridad entre los vértices X, V mientras
que un valor pequefio significa que son muy parecidos o similares.

Pero ademas de la funcién anterior, es necesario un valor referencial para
discriminar la informacién que en este caso se llamara coeficiente de infe-
rencia C. El valor de C se puede seleccionar de acuerdo con la experiencia
que se tenga en el campo, o bien por medio de una prueba piloto. Si C es
grande, la similaridad es poco exacta, sin embargo para un valor de C pe-
queno la similaridad es muy fuerte.

‘

Una vez que se tiene S(Py - P,) para todos los puntos (vértices) en cuestién.
se forman los grafos similares por medio del siguiente criterio: si S(Px - Py}
< C, se traza una arista entre los vértices Py v Py y sedice que P, y P, son
similares. Los grafos similares forman un subgrafo y los no similares otre
distinto, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.22. La siguiente tabla muestra las caracteristicas que tienen
las diferentes partes de tejido de igual seccién transversal de un analisis
de mama, de acuerdo con “temperatura”, “intensidad de color” e “infla-
macion”.

fParte (P) / Temperatura (T) f Color (Co) fInﬂamacién (I) 7

[1 39 48 7
2 37 42 6
3 40 47 8
4 36 41 5
5 39 49 9

Determinar los grafos de similaridad para un coeficiente de inferencia
&=15
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- Solucién

Lo primero que se debe de hacer es obtener la distancia entre los puntos
P, y P, por medio de la siguiente funcion:

n .
S(Px'“Py)zz fo,i_Py,i| = [Px,l_Py,il =4 fo'Q“Pv‘zl G ’Px,n_Pv,mI

i=1
Six =y se tiene que
S(P;—Py) = |P1,1—P1.1| + |P1,z'-P1,2I + |P1,3-;P1.'3’
= 139-39] + [48-48] + [7-7| =0

Se observa claramente que entre P; y P; existe una gran similaridad, es
mas, son iguales. Por lo tanto, no tiene caso obtener la similaridad entre
puntos iguales, de forma que se da por hecho que son similares y sola-
mente se registraran al final en el grafo correspondiente.

Sixzy 5

S(P1-P2) = P11 —Pyql + [Prp- Py, + |Pya—Pyal
=138 37] + |BE T 6l =9

S(Py~Pg)=|Pyy ~Pys| + [P1z—Pasl + [Py g~ Pyl
=139-40| + |48-47| + |7-8] =3

SIPy—F) = ‘P1.1—P.4.1! o |P1.2—P4,2| + [P1.3—P4,3I
=[39-36] +|48-41| + |7-5] =12

S(Py — Pg) = ’Pl_.i_Plé,i, - ‘P1,_2—P5,2| + [P1,3_—P5.3|
=|39-39] + [48-49] + |7-9]| =3

S(Py —Py)= |Py1 — Py + [Pyy—Payl + [Pyy— Pyl
=|87-40| + [42-47| + |6 -8| =10

S(P,—Py) = |37-36] + |42-41| + [6-5| =3

S(P,—Pg)= [37-39] + [42-49] + [6-9] =12

S(P;—Py) = [40-36| + [47-41] + |8-5] =13

S(P;—Ps)= [40-39| + |47 49| + |8—9]| =4

S(P,—Ps)=|36-39]| + |41-49]| + |5-9] =15

327
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Se considera que dos puntos son simi;éres si S(P; — P;) < C y en este caso
se tiene que S(Py — Py) < 5, con lo cual se puede decir que el grafo esta di-
vidido en dos partes como se muestra a continuacion:

W ;

i

5

32l

3

Los lazos en cada uno de los vértices significan la similaridad entre ellos
mismos. Con los grafos anteriores se puede considerar que las partes de
tejido P;, Ps, Ps son similares asi como P, y P, también lo son. Si se consi- !
dera un mayor dafio en las células cuyas caracteristicas de temperatura, ]
color e inflamacién estan mas alejadas de los valores normales, se puede
concluir que las areas mas danadas son Py, P3 v Pe.

7.9.2 Determinacion de la ruta mas corta mediante grafos
ponderados

En un grafo ponderado a las aristas se les asigna un valor al que se le llams
ponderacion v que podria representar la distancia que hay de un nodo 2
otro, o bien el costo de transportarse de una ciudad a otra.

Determinar la ruta mas corta es un problema tipico de la teoria de grafos.
y consiste en encontrar el camino més corto para ir de una ciudad origen
w a una ciudad destino x. Pueden existir distintas rutas para ir de un node
a otro, pero el objetivo es encontrar la mas corta o bien la mas econdmica.
si es que la ponderacion representa un costo.

El método més utilizado para encontrar la ruta mas corta de un nodo cua
quiera wa cualquier nodo de la red, es por medio del algoritmo de Dijkstrz
el cual consta de los siguientes pasos:

1. Seleccionar la ciudad origen a.

2. Usar una matriz que tenga como columnas el numero de iteracior
una columna para cada nodo (a, b, ¢, d,...), la columna Actual que
se utilizard para indicar el vértice que se seleccione en cada ite-
racion y una columna Seleccionados para registrar los vértices
que se van seleccionado en el proceso, como se muestra en Iz
siguiente tabla:
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Iteracion a“|"bleld | .. Actual Seleccionados

3. Colocar en la matriz la distancia que existe de la ciudad origen a
ella misma (cuando se trata de encontrar la distancia de una
ciudad a ella misma considerar que es 0). A todas las demés
columnas se les coloca = como distancia.

Iteraci(m anll B sl d oo Actual Seleccionados

e |Fedihes

4. Colocar en la columna Actual el vértice que tenga la distancia
mas corta de entre todos los nodos (es obvio que en esta prime-
ra iteracion es el nodo origen). En la columna Seleccionados re-
gistrar dicho nodo escogido para ya no volverlo a elegir. (En
nuestro caso registramos esta distancia en tipo bold, negro y
subrayado.)

Iteracion alb|cl|d]|.. |Actual Seleccionados
0 {018 (EECTN B R a a

5. Registrar en la columna de cada uno de los nodos la distancia
mas corta que resulta de sumar la distancia registrada en el nodo
actual + distancia a los vértices adyacentes a él, y seleccionar la
distancia mas corta cuyo nodo atin no esté seleccionado de esa
fila de la matriz (suponer que d; > d,), por lo tanto, la matriz

el BRdk BE DR

sera:
_ Iteracion al/b |c¢ |d|.. |Actual Seleccionados
[ oo oo [ ... a a
0]dy |dy |=

Si el nodo seleccionado tiene una distancia diferente de «, que
es menor o igual a la que se obtiene de sumar la distancia regis-
trada en la columna del nodo actual + la distancia de ese nodo
actual a los nodos adyacentes a €l, dejarla tal como estd, en caso
contrario cambiarla por la nueva suma.

ALFAOMEGA
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6. Registrar en la columna Actual el vértice que tenga la distancia
mas corta de entre todos los nodos y que no haya sido seleccio-
nado hasta ahora. Ademads de anotar en la columna Seleccionad

dicho nodo para ya no volverlo a elegir.

Iteracion a|b c d Actual Seleccionados
0 0 ["ea oo a a
1 0 |dy |dy |ee c angn:

7. Siya estan todos los vértices seleccionados, finalizar. En ¢

contrario regresar al paso 5.

Ejemplo 7.23. Considerar que el siguiente grafo se obtiene al observar
la comunicacion que existe entre las ciudades {a, b, ¢, d, e, f g v que la
ponderacion que tiene cada una de las aristas (carreteras) es la distancia
que existe entre dos ciudades cualesquiera. Encontrar la ruta mas corta

para ir de la ciudad origen (a) a las ciudades restantes.

Solucion

1. Seleccionar la ciudad origen (en este caso es el nodo a).

2. La matriz etiquetada es:

Iteracion a

b

c

d

e

Actual Seleccionados

3. Después de colocar en la matriz la distancia que existe de la ciudad
origen a ella misma y a todas las demas columnas - se tiene que:

Iteracion a

b

c

d

e

£

g

Actual Seleccionados

0 0

oo

(==}

oo

co

oo

oo
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4, Después de registrar en las columnas Actual y Seleccionados el
vértice que tiene la distancia mas corta de entre todos los nodos,
la matriz queda como: ;

Iteracion

b

c

d

'

g

Actual

Seleccionados

0

0

oo

oo

oo

oo

a

a

Hay que cbservar como la distancia del vértice elegido se distin-

gue por el subrayado.

5. Una vez que se anoto en la columna de cada uno de los nodos (no
seleccionados hasta ahora) la distancia més corta que resulta de
sumar la distancia registrada en el nodo actual ~1— distancia a los
vértices adyacentes a él se tiene:

Iteracion a|b|c|d|e|f |g|Actual Seleccionados
0 ﬂ o0 o0 oo oo a a
i Qg1 e e

6. Después de registrar en la columna Actual y agregar a la colum-
na Seleccionados dicho nodo:

Iteracion a|b|c|d|e |f |g| Actual Seleccionados

1 Q- 250 1= oo ies i oo il o] E a,c
Repitiendo el paso 5 resulta:

;Ite'raci'én a|/b|c|d|e|f |g|Actual Seleccionados

7 0 Q oo o | oo co oo a a

q ORI e o e e e a, C

2 O 25 SN ot e
Repitiendo el paso 6 se obtiene:

Tteraciéon |a |b|c |d|e |f | g |Actual | Seleccionados

0 Q |0 oo | o . o | oo | = | B a

1 Q|2 |1 [eo )0 |oo|eatfic: ac

2 WA s e diss L acb

331
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El proceso se repite hasta terminar con la siguiente matriz que muestra la
distancia mas corta que hay del nodo origen a todos los demas nodos del

grafo:

Iteracion a|b|c|d|e|f |g|Actual | Seleccionados
0 Q |0 | ||| |eo|a a ik
1 02 |1 ]0|w|oo|e]c dafes st
2 012 |1 |5 [=ofeie=Ih ~jase b

3 0211236 =]e a,¢,b,e

4 082 [T 3 | B e a, cbed

5 Q- 12 L 43 |5 it a,cb,edf
6 0 |\ jaa g6l g achedfy

Observar que en la iteracién 3 en la columna d se registré una menor dis-
tancia, porque la suma del nodo actual en ese momento b mas la distancia
de ese nodo actual a d dan como resultado 2 + 2 = 4, mismo que a su vez
es menor que el b que tenia anteriormente la columna d, por tal razén se

sustituye un valor mayor por uno menor.
J Y

Muchas de las aplicaciones de los grafos se pueden representar por m
de grafos ponderados, y por lo general siempre se desean optimizar
recursos reduciendo las distancias de tal manera que al encontrar la
mas corta se disminuye el costo, tiempo y por supuesto distancia.

7.10 Resumen

Un grafo es un diagrama que consta de un conjunto de vértices y un
junto de lados. Los nodos o vértices se indican por medio de un peque
circulo y se les asigna un nimero o letra. Los lados o aristas son las li
gue unen un vertice con otro y se les asigna una letra, un nimero o
combinacién de ambos. Cuando dos aristas unen a un mismo par de vés
ces, se les llama lados paralelos. Un lazo es aquella arista que sale de
vértice y regresa a él mismo. La valencia de un vértice es el nimero
aristas que salen o entran a un vértice.

Los tipos de grafos més comunes son:
e Grafo simple. Es aquel que no tiene lazos ni lados paralelos.
e Grafo completo de n vértices (K;). Es aquel grafo en donde ¢

vértice esta relacionado con todos los demads, sin lazos ni lados paralel
ALFAOMEGA
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« Complemento de un grafo (G'). Es aquél grafo que le falta al grafo G,
‘para entre ambos formar un grafo completo de n vértices. Dicho grafo no
‘tene lazos ni lados paralelos.

Grafo bipartido. Es aquel que esta compuesto por dos conjuntos de
vértices A v B en donde los vértices del conjunto A se relacionan con los
sl B, pero entre los vértices de un mismo conjunto no existe arista que
0S una.

Grafo bipartido completo (K, ). Es aquel grafo que esta compuesto
por dos conjuntos de vértices, A y B, en donde cada vértice del conjunto
A esta unido con todos los vértices de B, pero entre los vértices de un
1SmMOo conjunto no existe arista que los una.

Grafo conexo. Es aquél en el que para cualquier par de vértices w, x,
istintos entre si existe un camino para ir de w a x. ‘

» Grafos isomorfos. Se dice que dos grafos G, y G, son isomorfos, cuan-

0 temendo apariencia diferente realmente son iguales, porque tienen
o nimero de lados, mismo numero de vértices, mismo conjunto de
szlencias, ambos son o no conexos, ambos tienen el mismo numero
e circuitos de longitud n y ambos tienen o no circuito de Euler.

O O N OROE N O B N OB A LN

.

#

Grafos de similaridad. Son aquellos que permiten agrupar informacion
on caracteristicas semejantes. Este tipo de grafos es util en el reconoci-
siento de patrones, en donde se agrupa informacién con propiedades muy
arecidas.

v Grafo plano. Es aquel que se puede dibujar en un solo plano y cuyas
=ristas no se cruzan entre si. Euler establecio que la ecuacion A=L -V +
se cumple para los grafos planos. Los grafos Ks y K3 3 son grafos no pla-
mos importantes y se utilizan como patrones para demostrar que otros mas
somplejos no son planos.

» Grafos ponderados. Son aguellos en donde a las aristas se les asigna

2 valor al cual se le llama ponderacion y que podria representar la dis-
=ncia que hay de un nodo a otro, o bien el costo de transportarse de una
sudad a otra. Un problema tipico de la teoria de grafos consiste en encon-
' el camino mas corto para ir de una ciudad origen (w) a una ciudad
o (x). Pueden existir distintas rutas para ir de un nodo a otro, pero
objetivo es encontrar el mas corto o bien el més econdmico si es que la
snderacion representa un costo. El método maés utilizado para encontrar
ruta mas corta es por medio del algoritmo de Dijkstra.

n grafo se puede representar por medio de una matriz de adyacencia M,
= cual es una matriz cuadrada en donde los vertices del grafo se indican
xmo filas, pero también como columnas de la matriz) o bien por medio de
= matriz de incidencia M; (en la que los vértices del grafo se colocan
omo filas vy las aristas como columnas).

333
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La informacion de un grafo se puede recorrer de diferentes maneras y de
acuerdo con sus caracteristicas propias estos recorridos reciben respect-
vamente alguno de los siguientes nombres:

e Camino. Esuna sucesion de lados que van de un vértice x a un vérti-
ce w.

» Circuito (Ciclo). Esun camino que regresa al mismo vértice de donde
salio. S

 Circuito simple de longitud n. Es aquel camino del vértice w al vér
tice w que solamente tiene un ciclo en la ruta que sigue.

e Camino simple de longitud n. Es una sucesion de lados que van de
un vertice x a un veértice w, en donde los lados que componen dicho camé
no son distintos e iguales a n.

Algunos recorridos importantes en los grafos son los siguientes:

e Camino de Euler. Es aquel camino que recorre todos los vértices ps
sando por todas las ramas solamente una vez. Un camino de Euler debe: :
iniciar y terminar en vértices de valencia impar.

e Circuitode Euler. Es aquel ciclo que recorre todos los vértices pasam
do por todos los lados solamente una vez. Un grafo tiene circuito de E
solamente si es conexo y todos su vértices tienen valencia par.

e Circuito de Hamilton. Es aquel circuito que pasa por cada vértics
solamente una vez.

El nimero cromatico de un grafo X(G) es el minimo de colores necesarics
para colorear dicho grafo de tal forma que vértices adyacentes no es
iluminados del mismo color. Todo grafo plano puede ser coloreado COZ
maximo cuatro colores, de acuerdo con el teorema de Appel y Haken. A
numero de formas en que se puede colorear el grafo G usando para ello
colores se llama polinomio cromatico P(G,w).

El uso fundamental de los grafos son las redes carreteras, telefénicas
eléctricas, de agua potable, de alcantarillado, de computadoras, de carte
grafia y de distribucion de tareas entre otras, y lo que siempre se busca
optimizar los recursos de dichas redes, reducir costos, disminuir distancias
o aumentar la velocidad de comunicacién. Por otro lado, los grafos permite
llustrar estructuras quimicas, organigramas de una empresa o algoritmo:
en el area de la computacion.
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7.2 Considérese el siguiente grafo G:

ToEaE e
S

a) Es un grafo e

e ;Simple?
e ;Conexo?

b) Obtener las matnces de adyacenma v de 1n01den01a del
Tol: = %

c) ¢Tiene camino de Euler? Si es asi, cuéj es.
d) ¢Tiene circuito de Euler? Si es as, cual es.
e) &Tlene circuito de Hamilton? S1 es asi, cuél es.

f) (Esplano? En caso de ser pla.no venﬁcar que satisface la ect
ciondeEuler A=L-V+2y comprobar el resultado p@x me
‘de sus propledades i

g) (Es un gr&fo K.? ‘ e

1) ¢Es un grafo ki ,?

i) Obtener el complemento deI grafo (G’) -

i) (,Que valencia debe ‘tener cada uno de ios vértices del gr:

para que se coamdere un grafo K y cual es el numero t :
aristas que debena tener’? : 7

7,3 En cada uno de los incisos ebtener el c'omplemento del graf
~ caso de tratarse de un g:af@ simple, y en caso centraua exp
- por qué no es grafo smlp}e RS as =
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7.11 PROBLEMAS 337

‘7 4 En cada uno de los siguientes incisos obtener el complemen—
~ to del grafo en caso de ser un grafo simple, en caso contrario
eXpl_:car POI ué 1O es grafo simple.

. 7.5 En relacién con cada uno de los siguientes incisos determinar
si el grafo es:
Blpartldo : e
. Blpamdo completo KHHJ
Cfompleto de n veérti ’Ne.s (K,)
. Ninguno de los anteri
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7.11 PROBLEMAS 341

o | 9
!2 10 Establecer si cada uno de los grafos s1gmentes tLene ﬂammra e
~ de Euler y/o circuito de Euler ’ = ‘ ¥ LT

P
~ En caso afirmativo determinar dicho camino o circuitode Euler
- usando el algontmo de Fleury. En caso negatwo exphcai el

- porqueé. .
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344 VII. Graros

715 En cada uno de los siguientes incisos, dibujar el grafo en fo
- plana (en caso de ser plano probar que satisface la ecuacion

~ Euler) o bien demostrar que no es plano obteniendo en él un
fo K330 Ks. : : S
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- 7.16 En cada uno de los siguientes incisos, dibujar el grafo en for-
- maplana (en caso de ser plano mostrar que satisface la ecua-
cion de Euler) o bien demostrar que no es plano obteniendo

en él un grafo K33 0Ks.
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E

~ todeHamilton?
B - h) ¢Para que valores de n el grafo K, tiene circuito de Hamil-
ton exclusivamente?

y alavez un crccmto de Hamilton?

“etemmar la ruta mgs corta en el mgmenxe grafo ponﬁerado

7 22 Deteli»mmm laruta més corta en el slgmente grafo, _usando el
algomma de Eg‘ijét:;a

a) Para ir del nodoga toeias los demas

~ enelinciso a.

b) Para ir del nodo c a todos los demés
~en el inciso b.

o a) ;Para qué valeres de n el grafo completo K no t1ene circui-

‘M:ci ¢Para qué valores denel grafo K, tiene un circuito de Euler :

347
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7 23 Representar por medio de su grafo plano el siguiente mapa, 0010-
rear dicho grafo y obtener el nimero cromatico X(G):

de los incisos, colorea.r dlﬁhOS grafos v obtener el namero cmma_
tico X(G):

=

7.25 Para cada uno de los siguientes grafos obtener:

a) El polinomio cromatico P(G,w).
b) El nimero cromatico X(G).

¢) El nimero de maneras distintas que se puede coloreas ca_‘
grafo si w=6. :

a) a b)
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8.1 Introduccion

8.2 Propiedades de los arboles

8.3 Tipos de arboles,

8.4 Bosques

8.5 Arboles con pesos

8.6 Arboles generadores
8.7 Recorrido de un arbol
8.8 Bisquedas

8.9 Aplicacion de los arboles
8.10 Resumen

8.11 Problemas



! Arbol

b, di,(d.5)!

(b, d),(d.1).(d,g)}

- A
D.c;
b.d.i
b.d.f gl 'j
\ oo 7

3.5 N A wbosa  hoa & By X
' B.dfoac ._il: 3%‘0@%}71,&.-{.&)1d,g%_ug.:] {b.e)}
Fal
s 151 b, :i'[d‘g'l.{';r a),(b.c){d,e)l
o.d oo h.g 4 \ ), .{Dd.gl.sg a),(h,c).{d,e).(e. ]
I R 1 | Arbol
| 3
g i
d} A=
3 f 1 la.c.e ‘i )| 6
A4 f {= ¢ 1 163 AW 1
d.f ol la,c lth (fq:‘cizq*n.
1L
=R B = s F RS Ea—
.8 6.8 el (cLg).{oal
~ 1 L LN
=8 SR e j WE 2 ), 0, .é{:i,qﬁ,v;{z a),(b,c)
. Siln L; L Ui vd,g)(q.a).(b.c) (de))

A

[Sib.d).(d.D.{d.g).(g.a).{(b.cl.(d.e).leh}

Con los arboles se representa la
dependencia Iogica entre la deci
los atributos

Nicolas Bourbaki

Objetivos

-

= Establecer |os principios fundamentales para abordar el tema de drboles.
Reconocer los diferentes tipos de arboles, sus propiedades y aplicaciones.
Conocer las caracteristicas que debe tener un grafo para ser considerado como 4rbol
y obtener un arbol a partir de un grafo.
Aprovechar las propiedades de los arboles para modelar y resolver problemas
especificos. ‘ )
Aplicar la estructura de érbol en la organizacion y procesamiento de informacion.
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8.1 Introduccién .

Uno de los problemas principales para el tratamiento de los grafos es que
no guardan una estructura establecida y que no respetan reglas, ya que =
relacion entre los nodos puede ser tan compleja como la misma naturaleza
Sin embargo, este es un problema cuando se trata de usarlos para el tra-
tamiento y organizacion de informacion, dentro del campo de la computacior

En lugar de usar grafos que estan estructurados sin regla alguna,
computacion se utilizan grafos con caracteristicas particulares que permi
un mejor tratamiento de la informacién y que se conocen como arboles.

En computacién hay dos objetivos basicos: el primero es que cada vez s=
desarrollen equipos con una capacidad de almacenamiento mayor y
segundo es que cada vez se exige que la computadora entregue los resu:
tados en forma mas rapida y ordenada. De la mayor capacidad de almace
namiento se encargan los disefiadores de hardware, los cuales han creac
equipos computacionales y de comunicacion cada vez mas pequenios que
permiten almacenar mayores cantidades de informacién en dispositive
de almacenamiento secundario de dimensiones cada vez menores que s =
usan en computadoras, celulares y diferentes sistemas de comunicacion
De lo segundo se encargan los disefiadores de software y aqui se ha avan
zado muy poco en comparacion con el desarrollo de equipo. Sin embarg ¢
uno de los progresos mas significativos en el desarrollo de software es &
utilizacion de arboles para el almacenamiento y manipulacién de datos
Los arboles son estructuras jerarquicas que permiten una organizacios
ordenada de la informacion, de forma que cuando se requiera se pueds
encontrar en forma rapida y precisa.

Una de las primeras aplicaciones de los arboles se presentd en 1847 cuas
do Gustav Kirchhoff los utilizé en la manipulacion de redes eléctricas; otz
aplicacion importante la llevo a cabo Grace Harper en 1951 al utilizarlos e
el manejo de expresiones matematicas. En la actualidad los &rboles se usas
en la computacion en los procesos de clasificacion de informacién, bases
de datos, codificacion de informacioén, estructuras de datos y reconocimies
to de patrones.

Tomando en cuenta la teoria de grafos expuesta en el capitulo anterior,
concepto de arbol se puede definir en los siguientes términos:

Definicion. Un arbol es un grafo conexo que no tiene ciclos, lazos ni
lados paralelos.



8.2 PROPIEDADES DE LOS ARBOLES

8.2 Propiedades de los arboles

propiedades basicas de un arbol son las siguientes:

a) Es un grafo conexo en donde existe un camino entre cualquier
par de vértices (w, x}.
b) Este grafo no tiene ciclos ni lados paralelos.

¢) Todo arbol con al menos dos vértices tiene al menos una hoja (si
se considera al otro vértice la raiz).

gRBE

4
i

7n grafo con caracteristicas de arbol es el que se parece a un arbol real
~on sus ramas hacia abajo, como se muestra en la figura 8.1.

a Raiz

d Wivel 1

i Nivel 2

n Nivel 3

Figura 8.1 Ejemplo de arbol.

15 vértices de un arbol reciben el nombre de nodos y los lados de ramas.
U grafo est4 compuesto por niveles y el mas alto de la jerarquia se llama
=iz. Laraiz tiene un nivel 0, los vértices inmediatamente debajo de laraiz
zenen un nivel 1 y asi sucesivamente. La altura o peso de un arbol es el
=lor de su nivel mas bajo, por ejemplo en el arbol de la figura 8.1 la altu-
=es 3.

“on excepcion de la raiz, todo nodo esta vinculado a otro de mayor nivel

se recibe el nombre de padre, también cualquier nodo puede tener uno

. mas elementos relacionados en un nivel mas bajo y a éstos se les llama

os. En el arbol de la figura 8.1 la raiz es a y los hijos de la raiz son {b, c,
Como se ve, ningun hijo puede tener mas de un padre.

B B Hpghef HEEnHdRBHaffi-<f "R,

L los elementos que estan en las puntas de las ramas (es decir, que no
s=nen hijos) se les llama hojas. En el grafo de la figura 8.1 las hojas son

g e g i j k1 mn}

3563
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A todos los elementos colocados debajo de un nodo, independien]:em
de su nivel, se les llama descendientes. En el grafo de la figura 8.1 el nod
c tiene como descendientes a los nodos {h, 1,1, m, n} y entre ellos se pu

formar el subarbol {c, h, i, I, m, n}. En casos como éste se dice gue un &
puede estar integrado por varios subarboles.

Los elementos colocados en una misma linea de descendenqi__a, antes
un nodo, se llaman antecesores. En la figura 8.1 los antecesores de k
{f, b, a}. ;

Por otro lado, se llaman vértices internos a todos aquellos que no
hojas. En la figura 8.1 {a, b, ¢, 1, h} son vértices internos.

8.3 Tipos de arboles

Los arboles se pueden clasificar de acuerdo con su numero de nodos y
funcién de su altura. .

8.3.1 Clasificacién por nimero de nodos

En este caso los arboles pueden ser binarios (cada nodo padre tiene
0 dos hijos maximo), trinarios (cada nodo padre tiene maximo tres hij
Cuaternarios (cada nodo padre tiene como maximo cuatro hijos), etcét
En la figura 8.2 se muestra un ejemplo de arbol trinario y cuaternario.

(a) (b)

Figura 8.2 Dos tipos de arbol: (a) trinario: (b) cuaternario.

* Arbol binario. En este tipo de 4rbol cada nodo tiene como maximo
dos hijos, esto es, el nodo puede tener dos ramas, una o ninguna, pero
nunca puede tener mas de dos. En la figura 8.3 se muestra un ejemplo
de arbol binario.



8.3 TiPoS DE ARBOLES

os arboles binarios son especialmente importantes en el 4rea de la

- computacion ya que por su naturaleza de tener solamente dos valores
(0, 1), o bien falso o verdadero, son muy wtiles en aplicaciones de
 sistemas digitales. - T

Figura 8.3 Ejemplo de arbol binario.

inario completo. Es aquél en el que cada nodo tiene dog

‘4rbol b nario completo con i nodos internos tiene (i+1) hojas y

Figura 8.4 Ejemplo de arbol binario completo.

En el caso del arbol de la figura 8.4 los nodos internos son i = 6, por lo
fanto tiene:

Hojas=i+1=6+1=7
Total de vertices=2i+1=2(6) +1=13

355
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Finalmente hay que destacar que los arboles completos trinarios, cuater-
narios o con mas hijos se usan para organizar informacién voluminosa.

8.3.2 Clasificacion por altura

De acuerdo con este criterio los arboles pueden ser balanceados (cuandes
la diferencia de altura entre sus ramas es maximo 1) y desbalanceados
(cuando la diferencia de altura entre las ramas es mayor de 1).

o Arbol balanceado. Se dice que un arbol con una altura h esta ba-
lanceado si el nivel de cualquier hoja es h o (h — 1), esto es, si hay una
diferencia maxima de un nivel entre hojas. Algunos autores consideran
que un arbol esta balanceado cuando la diferencia maxima entre hojas
es de 1, pero ademas cada nodo padre debe tener el mismo numerode
hijos, a excepcion del que no se complete colocado en la parte baja del
arbol. Es por esa razén que al balancear un arbol se debe indicar también
el niumero de hijos que tendra cada uno de los nodos.

Para balancear un arbol con una cantidad constante de hijos de los
nodos padres, se llenan empezando por la raiz y descendiendo con
un avance de izquierda a derecha.

Ejemplo 8.1. Balancear como binario el arbol del inciso (a) y como tri-
nario el del inciso (b).

Desbalanceados

Solucion. Estos arboles son desbalanceados porque la diferencia de
alturas entre hojas sobrepasa (h — 1). Por ejemplo, en el arbol del inciso (a)
el nivel del vertice (c) es 1 mientras que la altura del arbol es h = 4 y ob-

ALFAOMEGA




8.4 BO0SQUES 357

viamente 1 # h — 1. En la siguiente figura se tienen los mismos arboles
balanceados por lo que la diferencia maxima entre hojas es de 1.

Balanceados

8.4 Bosques 5

Un bosque es un conjunto de arboles, en otras palabras un arbol es un
Dosque conectado.

De un arbol se pueden obtener varios subarboles, mismos que conforman
n bosque. A su vez un arbol puede considerarse como un bosque conec-
zado, sélo se debe tener en cuenta que el arbol mas pequefio esta integra-
do por cuando menos dos nodos conectados por una arista.

=n la figura 8.5 se muestra un ejemplo de un arbol y de un grafo que no es
arbol, mientras que en la figura 8.6 se presentan dos ejemplos de bosque.

YT T EEEREEEERENKTY

4

a) b)

Figura 8.5 El grafo de (a) es un arbol ya que es conexo y no tiene ciclos, el de(b) no es arbol
porque tiene ciclos.
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{1925-1999)

F"ue un ingeniero eléctrico estadouni-
dense que hizo importantes contribucio-
nes en el estudio de aparatos finitos,
circuitos aleatorios, sintesis de procedi-
mientos y disefio de sefiales, teoria de la
informacién y codificacion, disefios de
sefial para aplicaciones de radar y comu-
nicaciones asi como procedimientos de
diseno para circuitos logicos asincronos;
sin embargo es mas conocido por su
“codigo de Huffman”, un sistema de
compresion y codificacion de longitud
variable,
El cédigo de Huffman puede ser usado
e en casi cualquier
aplicacion ya que es
un sistema valido
para la compresion
y posterior transmi-
sién de cualquier da-
to en formato digital,
pudiendo aplicarse
a faxes, modems, re-
des de computado-
ras v television.
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i
b C
d
e
k
1

m

a) b)

Figura 8.6 Considerando las tres partes que integran el grafo de (a) se tiene que éste no es
arbol porgue no es conexo, pero es bosque porque se compone de varios arboles. El grafo ce
(b) es arbol porque es conexo y no tiene ciclos, ademés de que es bosque porque es un arba

conectado.

8.5 Arboles con pesos

Para representar caracteres en el codigo ASCII se usan cadenas de 8 bits.
sin embargo se puede aumentar la velocidad de procesamiento o bie
aprovechar mejor la memoria de la computadora, mediante una compas
tacion de la informacion, usando cadenas de diferente longitud. Las cade
nas més pequefias pueden representar a los caracteres que se presents
con mas frecuencia, como son las vocales y las consonantes {b, c, d, f, =
n,.p. T8l

Para codificar la informacion los bits se colocan en un arbol binario com
pleto donde las cadenas de bits de los caracteres mas frecuentes estan mas
cerca de la raiz y los que casi no se usan estan mas alejados de ella. Es
técnica de codificar la informacién la desarrollé David A. Huffman y
conoce como “codigo de Huffman”.

Para codificar o decodificar la informacion se comienza en la raiz y se avas
za por la rama que indica el bit, esto es, si el bit es 1 avanza por la ram
derecha, en caso contrario se toma el de la rama izquierda, que estd ma
cado un 0. Se van tomando ceros o unos, segun el caso hasta llegar 2
hoja. Una vez que se descifra el cardcter se comienza nuevamente des
la raiz hasta llegar a la hoja, para encontrar otro caracter y asi sucesin
mente.



Ejemplo

8.2,

8.5 ARBOLES CON PESOS

Usando el siguiente arbol

¢cuadl es el significado de la cadena de caracteres?

espacio

359

01101000101100010100100110101111110111001010100110100010000010

1011

Solucioén.

se tienen los codigos de los siguientes caracteres

Comenzando por la raiz y tomando bits hasta llegar a la hoja,

000=0 100 =1 101010 =n 111 = espacio
= 101000 =1 101011 =5 1011=b
001 =¢e 101001 =1 110=u

de forma que la decodificacién del mensaje anterior es

01 101000 | 1011 | 000 | 101001 | 001 | 101011 | 111
a iz b 0 1 e S espacio
1011 | 100 101010 | 01 101000 | 100 [ 000 | 101011
b i n a i i 0 s

= caracteres con cadenas mds pequeiias son producto de la frecuencia
= uso. Cuando se desea compactar la informacion de un documento lo
= se recomienda primero es darle una pasada para determinar el nime-
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ro de veces que se presenta cada uno de los caracteres que integran'dic ho
documento, posteriormente se elabora el arbol 6ptimo que permita codifi-
car con menos bits los caracteres que se repiten mas y con un nimero d=
bits mas grande los que se repiten menos. Esto permite que la informacic
OCuUpe menos espacio en memoria y algo semejante hace el software en-
cargado de compactar informacion.

En el ejemplo 8.2 primero se plantea un arbol, mismo que se utiliza ta
para la codificacion de informacién como para la decodificacion de ésta, ne
obstante se recomienda crear un arbol especifico para cada uno de los usos
El arbol del ejemplo anterior posiblemente no fue el éptimo, sin embargs
es recomendable obtener siempre el arbol dptimo con la finalidad de logra:
mejores resultados en la compactacion, codificacion, decodificacién y ve
locidad.

Para obtener un arbol éptimo primero se ordenan los pesos de menor
mayor, despues se combinan los nodos de menor peso y se coloca la sum
en el nodo padre. Posteriormente se unen dos nuevos nodos, o bien &
nuevo nodo padre con alguno de los nodos, siempre v cuando la suma ss=
la menor, y asi sucesivamente hasta terminar de integrar todos los nodas
al arbol éptimo.

El arbol binario 6ptimo se llama asi porque su altura es minima y los peses
o frecuencias estan distribuidos de manera que los més pesados estan mas
cercanos a la raiz y los menos pesados se encuentran mas alejados de ellz
ademas de que se trata de un arbol binario completo.

Ejemplo 8.3. Se tienen los caracteres y frecuencia de uso de cada ca-
racter en la siguiente tabla. ;Cuél es el arbol binario éptimo para el coédigo

de Huffman?
Caracter Peso o frecuencia
d 15
e 23
m . 5
a 31
t 3
s 16

Descifrar con dicho arbol el siguiente mensaje;

000101001110110110000
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Solucién. Para obtener el arbol 6ptimo, primero se ordenan los pesos
de menor a mayor. Después se combinan los nodos de menor peso y se
coloca la suma en el nodo padre:

@ ® L] ®
3 5 15 16 23 31

Los pares de nodos candidatos a unir son los vérticé_s con pesos 15y 16
ademas de los nodos con pesos 8 v 15; se toman los ultimos porque su
suma es menor y asi el subarbol queda de la siguiente manera:

23

@ ® ®
3 5 16 23 31

Algunas veces la suma de los nodos candidatos a ser combinados son
iguales, como ocurre en este caso en donde el nodo con peso 16 se puede
unir con el que estd a la derecha de un solo vertice o bien al subéarbol cuyo
peso también es 23; en esta situacion se recomienda unir los nodos nuevos
con la finalidad de que el arbol tenga menor altura. Combinando el nodo
con peso 16 v el que estd solo de peso 23 se tiene:

23
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Sumando ahora los nodos con pesos 23 y 31, finalmente se combinan los
nodos con pesos 54 y 39 para obtener el arbol 6ptimo siguiente:

Por ultimo se cambian los pesos por los caracteres y se les asignan los brt;s
0y 1 en las ramas correspondientes:

La decodificacion del mensaje siguiente:

000101001110110110000 es madeaset

ALFAOMEGA




8.6 ARBOLES GENERADORES

s obvio que en la practica los arboles son mas grandes ya que segura-
nente se tienen todas las letras del alfabeto ademas de numeros y simbo-
3s raros, lo que ademads hace que €l numero de bits de los caracteres
2enos frecuentes se incremente de manera considerable, circunstancia
gue es compensada cuando se tienen cadenas muy cortas de caracteres

Por otro lado, no necesariamente deben ser letras las que se codifiquen,
sambién pueden ser palabras de un lenguaje como C, Java o Pascal, en
Zonde soélo se utilizan unas cuantas palabras para editar un programa y
-n donde palabras como printf() o write() son frecuentes, de forma que si
= representan con cadenas de caracteres pequenias los programas podrian
==r compactados para ocupar menos memoria.

6 Arboles generadores

De un grafo conexo es posible obtener un arbol (eliminando aristas redun-
S=ntes) que permite mantener conectados a todos los nodos del grafo;
> 4rbol recibe el nombre de arbol generador.

sxisten dos formas en que es posible obtener el arbol generador: usando
msqueda en profundidad o bien por medio de buisqueda a lo ancho. A
Sntinuacién se exponen ambos procedimientos para luego aplicarlos en
1= obtencion de un arbol generador en grafos.

.1 Buasqueda a lo ancho

En este procedimiento se comienza en la raiz y después se examinan todos
los hijos de la misma de izquierda a derecha. Si la informacién que se
1sca no se encuentra en ese nivel, se procede a buscar en el siguiente
—ivel también de izquierda a derecha, y asi sucesivamente hasta encontrar
= informacion. Si se recorri6 todo el arbol y no se encontro la informacion
suscada, se debe mandar el mensaje correspondiente.
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Ejemplo 8.4. Considérese que en el siguiente arbol se esta buscando
la letra “n”. Primero se busca en la raiz (a), después en todos los nodos
dependientes de la raiz de izquierda a derecha (enestecasob, ¢, d) y como
aun no se encuentra la informacién se procede a buscar en el siguiente
nivel (e, f, g, h, i, j, k) y asi sucesivamente de manera que el recorrido que
se debe realizar para encontrar el nodo buscado es fa,b,c d e fgh i
ol L m BoE

S T SRR ERNY SPT—

i . gl ikl .

ey ey

Si se recorre todo un arbol y no se encuentra la informacién es convenien-
te mandar el mensaje “informacion inexistente”. La busqueda a lo anche
es util cuando los arboles estan balanceados o tienen pocos niveles en
relacion a la informacion que contienen.

8.6.2 Busqueda en profundidad

En este caso se comienza en el nodo raiz, después se busca en el hijo d=
la izquierda y si este nodo tiene hijos se continia con el de la izquierda ¥
asi sucesivamente hasta llegar a la parte mas baja del arbol. Si este noda
ya no tiene hijo izquierdo, se contintia con el hijo de la derecha (o el qus
Se encuentra mas a la izquierda en caso de no ser un arbol binario) hasta
llegar a la hoja. Si no se ha encontrado la informacion, se recorre el caming
andado hasta el nodo inmediato anterior que tenga hijos y cuyos hijos no
hayan sido inspeccionados, dando preferencia al de mas a la izquierda
Cuando se llega nuevamente a la hoja, se regresa hasta el nodo inmediate
anterior que tenga hijos sin inspeccionar y asi sucesivamente.

En la busqueda en profundidad posiblemente se regrese hasta el nodo raiz
(lo cual significa que se reviso toda la rama dependiente del hijo izquierde
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la raiz). Si la raiz tiene hijos que atin no han sido inspeccionados se
selecciona el nodo mas cercano al hijo izquierdo y todos sus descendientes,
dando preferencia a los nodos de la izquierda. Este procedimiento se lleva
2 cabo hasta encontrar la informacién o bien recorrer todo el arbol.

el arbol del ejemplo 8.4 el recorrido para encontrar la letra “n” es:

Comenzar en la raiz (a).

e W e 8 W e W

Como tiene hijos, continuar con el de la izquierda (a, b).

r

Como tiene hijos se sigue con el de la izquierda (a, b, e).

omo el nodo “e” ya es una hoja y no se ha encontrado la informacion
Bbuscada, se regresa al nodo antecesor “b” y se busca en el nodo inspec-
clonado “f” de tal manera que el recorrido es (a, b, e, f); continuando con
=l de la izquierda se llega al nodo “1” para tener el recorrido (a,b,e,f,])y
asi se continta hasta llegar a la informacién buscada. De esta forma el
recorrido en profundidad para buscar informacién en el 4rbol hasta encon-
aar la letra "n” es: (a, b, e, f, 1, m, ¢, g, h, n). El recorrido del &rbol comple-
%0 por medio de la busqueda en profundidad es: (a, b, e, f, 1, m, c, (ol i gl
B, t,01,p,44d1ikr8).

Zs importante mencionar que en este caso se esta dando preferencia para
buscar la informacion al nodo de la izquierda, pero podria ser al de la de-
ha; siempre y cuando se respete la forma de buisqueda en todos los
sasos, se estara hablando de una btsqueda en profundidad.

8.6.3 Obtencion de arboles generadores

Un arbol es un grafo muy importante ya que permite la estructuracién v
ratamiento de la informacién de manera m4s sencilla. De todo grafo conexo
e puede obtener un arbol que recibe el nombre de arbol generador v
“uyas caracteristicas son:

a) Es un grafo conexo.
b) Es un grafo que no tiene ciclos.

=s posible obtener un arbol generador por medio de btisqueda a lo ancho
bien por busqueda en profundidad, sin embargo en un grafo cualquiera
10 se puede establecer niveles, ni tampoco se puede identificar el nodo
de la izquierda como se realizd en el caso de arboles. Por lo tanto se reco-
mienda establecer un orden de preferencia de busqueda, mismo que
suede ser en forma ascendente en caso de que los nodos sean niimeros o
vien alfabéticamente si los vértices se indican con letras.
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Ejemplo 8.5. Obtener un arbol generador a partir del siguiente grafo uti-
lizando una busqueda a lo ancho y una biisqueda en profundidad, partiendo
del vértice (a) y considerando prioridad en la eleccién el orden alfabético.

jo}

Al

h

Por biisqueda a lo ancho. El arbol generador por medio de una busqueda
a lo ancho comienza en el vértice origen (a), después se integran los nodos
adyacentes a el para obtener el siguiente grafo:

g

Elnodo (a) ya no tiene nodos adyacentes a él que no hayan sido integrados
y alfabeticamente el nodo (b) es el siguiente a inspeccionar, de forma que
se anexan los nodos adyacentes a éste cuidando que no se formen ciclos
con los nodos ya existentes y lo que se obtiene es la siguiente figura:

b c
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Los nodos (a) y (b) del g_fafo anterior ya no tienen nodos adyacentes sin
inspeccionar, y de los nodos restantes el mas pequefio alfabéticamente es
¢l (c). Por lo tanto se integra al arbol generador el nodo (h):

‘

g e

b c

g el

~ Se puede observar que se trata de un arbol porque es conexo y no tiene

ciclos. Es un arbol “libre” porque no tiene raiz ya que cualcquiera de sus

~ nodos puede hacer las veces de raiz. Si se considera que la raiz es el vér-
tice inicial (a) el arbol generador es el siguiente:

5 a

g
.
b
.
.
.
.
¢
.
.
L4
®
L ]
e
-
.
°
L J
2
®
k3
.
-
£
.
*
.
L

o
-
L
®
4
e
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Por biisqueda en profundidad. Considerando el inicio del 4rbol generador
en el nodo (a) y de los vértices adyacentes (b), (d) y (g), se selecciona el
vertice (b) por ser el menor alfabéticamente y se integra al 4rbol generador
como se muestra en la siguiente figura:

b

a.__/——.-—.

Ahora los nodos potenciales a integrarse son (c), (e) v (f), y como el nodo

actual es el (b) entonces alfabéticamente el siguiente es (c), por lo que se
tiene:

b G
- !

A partir del nodo (c), los nodos potenciales a integrar son (e) y (h) por lo
que tomando el mas pequeiio alfabéticamente se tiene:

Luego del nodo (e) los nodos que se pueden seleccionar son (d), (f) v (h), ¥
como (d) es el alfabéticamente mds pequefio se integra al arbol genera-
dor:

feb]

d

Del nodo (d) el unico nodo que se puede seleccionar es el (a) pero con ello
se forma un ciclo y el procedimiento establece que no se deben de formar
ciclos, por lo tanto se debe de regresar al nodo anterior para ver si ain
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existen nodos que no han sido integrados. De esta forma se integra al
arbol generador el nodo (f):

d

A partir del nodo (f) se puede seleccionar (g) o (i), v por la prioridad alfa-
bética se selecciona (g):

g

Desde el nodo (g) sélo se puede seleccionar (h) por lo que se tiene:

g h

A partir de la posicic’)ﬁ del nodo (h) ya no es posible seleccionar ningin
nodo, ya que tanto (c) y (e) estan en el arbol y volverlos a seleccionar im-
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plicaria la formacién de ciclos. Por esta razén se regresa primero al nodo *
(9) v después al (f) de donde se puede seleccionar el nodo (i) que permite
tener el siguiente arbol generador final, obtenido por medio de una biis-
queda a profundidad partiendo del nodo (a) y con prioridad de seleccion
en orden alfabético:

®
h

g

Se observa que el arbol generador obtenido por medio de bisqueda a pro-
fundidad es diferente del que se gbtuvo por busqueda a lo ancho. Esto
muestra que un grafo puede tener dos o mas arboles generadores, los
cuales se obtienen en funcién del procedimiento aplicado.

8.6.4 Arbol generador minimo

Se llama arbol generador minimo de un grafo conexo a aquel que permite
mantener unidos a todos los vértices y que no tiene ciclos, ademas de qu
es la forma mas barata o corta ya que la trayectoria o costo es minime
Existen varios campos en donde es conveniente mantener funcionando lo:
sistemas al menor costo (algunos de ellos son las redes telefénicas, eléc
tricas, carreteras, de alcantarillado, etc.) y en donde es conveniente man-
tener la comunicacién entre los nodos pero sin aristas redundantes o
demasiado costosas.

Para obtener el arbol generador minimo en un grafo conexo con pesos s&
puede utilizar alguno de los dos métodos siguientes: el de Prim o el de
; Kruskal.
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Método de Prim

Robert Prim desarrollé un método para obtener un arbol generador minimo
2 partir de un grafo conexo etiquetado. Este método se puede poner en
practica aplicando un algoritmo que se utiliza cuando se desea eliminar
conexiones redundantes v dejar solo las aristas del grafo que tengan me-
nor distancia o costo, ademas de ser soélo las necesarias para mantener
conectados todos los nodos.

En este método los vértices se dividen en dos'conjuntos: vértices integra-
dos (I) —que son los que forman parte del arbol generador minimo— y
vertices no integrados (N). El conjunto Arbol contiene todas las aristas
‘gue se van integrando en cada iteracion, y asi en cada paso se agrega un
‘wertice en el conjunto I mientras que el conjunto N es disminuido en uno.
'El algoritmo se puede resumir de la siguiente forma:

1) Se selecciona una arista de costo minimo (s, x).

2) Se integran los vértices de esa arista al conjuntoI={s, x}, ya
que serdn los primeros nodos que conforman el arbol gene-
rador minimo. e

3) Todos los demas nodos del grafo pertenecen al conjunto N =
N -1

4) El Arbol tiene como primera arista (s, x), esto es, Arbol =
{(s, x)}.

5) Mientras el conjunto N sea diferente de vacio (N = @) iterar.
En caso contrario terminar.

6) Seleccionar nueva arista con costo minimo (w, x). Una carac-
teristica es que w debe estar contenido en I (w e I) mientras
que x debe estaren N (x € N).

7) Se agrega al 4rbol la arista minima seleccionada: Arbol =
Arbol U (w, ).
8) Se agrega al conjunto I el nuevo nodo seleccionado: I=1u
(x).
9) Se elimina el nodo seleccionado del conjunto N, esto es, N =
N — (x).
10) Regresar al paso b.

371

, Robert Clay Prim
(1921)

Nacié en 1921 en Sweetwater, Estados
Unidos. En 1941 termino la carrera de
ingeniero electricista en la Universidad
de Princeton, posteriormente en la mis-
ma Universidad obtuvo el grado de doc-

tor en el area de matematicas y fue in-

vestigador de 1948 a 1949.

En plena segunda guerra mundial,
Prim trabaj6é como ingeniero para Gene-
ral Electric. Desde 1944 hasta 1948 fue
contratado por la United States Naval
Ordenance Lab como ingeniero y méas
tarde como matematico. En los laborato-
rios Bell trabajo como director de investi-
gacion matematica desde 1958 hasta
1961 y ahi Prim desarrolld el conocido
Algoritmo de Prim. Después de su estan-
cia en los laboratorios Bell, Prim pas6 a
ser vicepresidente de investigacion en
Sandia National Laboratorios.

Durante su carrera en los laboratorios
Bell, Robert Prim junto a su companero
Joseph Kruskal desarrollé dos algoritmos
diferentes para encontrar los arboles
generadores minimos en un grafo ponde-
rado.
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Otra forma de expresar este algoritmo es por medio de un diagrama
flujo como el que se muestra a continuacién:

Seleccionar una arista de costo minimo (s, x)

v

I={s, x}

| v

N = {todos los demas vértices}

I

Arbol = {(s, x)}

Mientras

{ ¢ Hacer

Seleccionar una arista de costo
minimo (w, x), talque w EIyx €N

v

Arbol = Arbol U (w, %)

v

I=1U (%)
| N=N-(x)
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Ejemplo 8.6. Determinar en el siguiente grafo el arbol generador mini-
mo aplicando el método de Prim.

1) Supodngase que se selecciona la arista (b, d) ya que su costo
es de 2.

2) I={b, d}.

3) N={a, cef g, h}

4) Arbol = {(b, d)}.

b) Mientras (N # @) iterar, en caso contrario terminar. En este
caso N es diferente de vacio, por lo tanto se debe iterar.

6) Seleccionar nueva arista. Considérese que se selecciona
(d, ) ya que su costo es de 3. No puede ser (e, h) porque un
requisito es que uno de los vértices de la arista esté selec-
cionado (w e I) y el otrono (x € N). En nuestro caso (de I) y
el otro no (f € N).

7) Se agrega al arbol la arista minima seleccionada (Arbol =
Arbol u {(d, f)} = {(b, d)} v {(d, D)} = {(b, d),(d, D)}.)

8) Integrar el nodo seleccionado (f) al conjunto I =1 U (f) =
{b, d, f}.

9) Eliminar el nodo seleccionado (f) del conjunto N = {a, c, e,
g, b}

10) Regresar al paso b.
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En la siguiente tabla se resume el resultado de cada una de las iteraciones:

Iteracion I N Arbol
1 fb,d_} . {a,c.e,f,g,h} | {(b,d)} "a}
2 | paf aceghl | i(bd)dn) e
3 |batg) cedl | {(bd),(dD(dg)
4 | patgal {c,e) ((0,0),(4,9,(d,9).(g,2)}
5 | pbdfgac | (e ((0.0),(d.0,(d.9),(g:),(b,0)
6 |bdatgacel | ((0.4).(,0,(d,9)(g,2),(0,0).(d. )]
n-1 {b,d,f,g,a,c,e.h} ) [(b,d),(d,f),(d,g),(g,a),(b,c),(d,e),(e,h)}

Aqui n es el numero de vértices que integran el grafo.

De esta forma, con el conjunto Arbol se puede obtener el siguiente drbol generador
minimo:

Cuando se tienen aristas de la misma longitud, como en el ejemplo anterior.
es posible obtener mas de un arbol generador minimo, por lo tanto si en &
momento de seleccionar la arista se opta por otra rama de igual longitud
(0 peso) entonces el arbol generador minimo es diferente.
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Método de Kruskal

Este método se destaca por integrar al arbol generador minimo a aquellas
aristas que tengan menor costo, cuidando siempre que no se formen ciclos.

El algoritmo se puede resumir de la siguiente forma:

1)

2)
3)
4)

5)
6)

7

Ordenar los costos de las aristas del grafo en forma ascen-
dente y colocar en el conjunto N las aristas, de acuerdo a este
orden.

Se incluye la arista con menor costo Arbol = {(s, t)}.
Se resta del conjunto N la arista seleccionada N = N — (s, t).

Se registra en un contador el numero de aristas incluidas, en
este caso C = 1, ya que s0lo se ha incluido una arista.

Mientras C < (n — 1) iterar. En caso contrario finalizar.

Si Arbol U (w; x) no forma ciclos, entonces
Arbol = Arbol U (w, x)
C=C+1

Regresar a paso 4.

Aqui se tiene que:

Arbol: conjunto que contiene las aristas que integran el arbol

generador minimo.

N: conjunto que contiene las aristas que aun no han sido selec-
cionadas.

C: variable para contar las aristas incluidas.
n: niumero de vértices que conforman el grafo.
(s, t): arista con menor costo que se integra al arbol generador.

; (w, x): arista a integrarse al arbol generador, siempre y cuando

con ella no se formen ciclos.
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’ Joseph B. Kruskal

Fue investigador del Centro de Mate-
méticas de los Laboratorios Bell, y en
1956 descubrid el algoritmo para obtener
un arbol generador minimo a partir de un
grafo ponderado: el arbol del costo total
minimo también llamado &rbol recubri-
dor euclideo minimo. Este problema es
un problema tipico de optimizacion com-
binatoria, v fue considerado originalmen-
te por Otakar Boruvka (1926) mientras
estudiaba la necesidad de electrificacion
tural en el sur de Moravia en Checoslova-
quia.

La aplicacién tipica de este problema
es el disefio de redes telefénicas: una
empresa con diferentes oficinas trata de
trazar lineas de teléfono para conectarlas
unas con otras. La compaiia telefonica
ofrece esta interconexién, pero presenta
tarifas o costos diferentes por conectar
cada par de oficinas. ;Entonces como
conectar las oficinas al minimo costo
total?

La formulacion de este problema tam-
bién ha sido aplicada para determinar
soluciones en diversas dreas: disefio de
redes de transporte, disefio de redes de
telecomunicaciones (TV por cable, siste-
mas distribuidos), interpretacion de
datos climatologi-
cos, vision artificial
(analisis de image-
nes), extracciéon de
rasgos de parentes-
co, analisis de clus-
ters y busqueda de
superestructuras
‘de quasar, plega-
miento de proteinas,
Teconocimiento de
celulas cancerosas,
y OtIos.
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Ejemplo 8.7. La siguiente tabla mues
ciones del algoritmo de Kruskal aplicad

376

VIII.

ArporEs

tra los resultados obtenidos en cada una de las itera-
0 al caso del ejemplo 8.6.

C Arbol N

0 | @ {(b,d),(e,h),(d,g),(d,f),(a,d),(a,f),(a,g),(b,c),
(b,f),(c,d).(d,e),(c,e).(e,g),(c'h).(g,h),(b,h)}

1 | {(b,d)}

{(e.h),(d,g).(d.f),(a,d),(a.9),(a,q).(b,c),(b.5),
(c.d).(d.e).(c.e),(e,9),(c.1).(g,h),(b,h))

2 | {(b,d)(eh)}

(d.g).(d.).(a,d).(a,9).(a,g),(b,c),(b,0),(c,d),
(d,e),(c,e),(e,g),(c,h),(g,h),(b,h)}

3 | {(b.d),(e/h),(d,g)}

{(d,f),(a.d),(a,f),(a,g),(b.c),(b,f).(c,d),(d,e),
(c.e),(e,g),(c.h),(g,h),(b,h)}

4 | {(b,d),(eh),(d,g),(d.f)}

((a.d),(a,0),(a.9),(b.c),(b.f),(c,d),(d,e),(c,e),
(€,9).(c.h).(g,h),(b,h))

5 | {(b,d).(eh),(d,g).(d,9),(a,d)}

((af).(a,9).(b,c),(b,9),(c,d).(d.e),(c.e),(e.g),
(c,h),(g.h),(b,h)}

6 | {(b,d),(eh),(d,9),(df).(a,d),(b,c)

{(a’f)’(a’g)7(b’f)l(ci d)l(df e)l(cf e) T(e'lg)l (C,h),
(g.h),(b,h))

L7 {(b,d),(e,h),(d.g).(d.f),(a,d),(b,c) (d,e)}

((@.(2.9).(b.1)(c.d)(c,),(e.9),(c,h),(g.h). (b.1)

De esta forma el arbol generador minimo queda de la siguiente manera:
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8.7 RECORRIDO DE UN ARBOL

En relacién con los ejemplos 8.6 y 8.7 es necesario observar que el arbol
generador minimo obtenido por el método de Kruskal es diferente al que
se obtuvo por el método de Prim, debido principalmente a caracteristicas
propias del método cuando se presentan aristas con la misma pondera-
cion. :

8.7 Recorrido de un arbol

Por lo general la informacion de un arbol se coloca de acuerdo al uso que
se le dara posteriormente, de tal forma que una misma informacién pue-
de servir para diferentes usos. Existen tres maneras de recorrer la infor-
macion de un arbol, y el nombre del recorrido indica el orden en que se
coloca el padre en relacion a sus hijos. Los tipos de recorridos son en orden
primero, en orden segundo y en orden final. La descripcién de cada orden
es la siguiente: 2

a) Recorrido en orden primero (padre, izquierdo, demas hijos). En
este recorrido primero se toma el padre, luego el hijo izquierdo
y al final los demas hijos. Se comienza por la raiz, después se
sigue por el nodo de la izquierda, si este nodo tiene hijos se sigue
por el de la izquierda hasta llegar a la hoja. Si esta hoja tiene
hermanos se toma el que estd méas cercano a ella (mas a la iz-
quierda). Después de que se termina con la rama izquierda,
continta con la rama més cercana a ella v asi sucesivamente
hasta terminar con el recorrido de todo el arbol.

b) Recorrido en orden segundo (izquierdo, padre, demas hijos). En
este recorrido primero se toma el hijo izquierdo, segundo el padre
y al final los demas hijos. Comienza con la hoja que se encuentra
mas a la izquierda del arbol, después se regresa al padre y pos-
teriormente a todos los hermanos, después se regresa al padre
de esta rama y con las ramas de éste (tomando siempre la que
estd mas a la izquierda) y asi sucesivamente hasta terminar el
recorrido del arbol completo.

¢) Recorrido en orden final (izquierdo, demas hijos, padre). En éste
recorrido se toma primero el hijo izquierdo, después los demas
hijos y al final el padre. Se comienza en la hoja que se encuentra
mas a la izquierda del arbol, después se continta con los herma-
nos, si éstos tienen hijos primeramente recorre los hijos y hasta
el final el padre, dando preferencia a los hijos de la izquierda y
hasta el final el padre. En este tipo de recorrido lo dltimo que se
recorre es la raiz, ya que tienen preferencia los hijos sobre el
padre.
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Ejemplo 8.8. Considérese el siguiente arbol:

Entonces se tienen los siguientes recorridos.

e Primero: (a,b,e,j,ﬁ,o,p,c,f,g,h,k,_l,d,i,m,n,q). :
e Segundo: (e,ﬁ,j,o,p,b,a,f,c,g,k,h,l,d,m,i,q,n).
* Final: (fiop,jebfgklhcmqn,ida)

8.7.1 Recorridos en arboles etiquetados

En el 4rea de la computacién los arboles etiquetados se usan para evaluar
expresiones matematicas, y las constantes o variables se ubican en las

hojas mientras que los operadores (signos aritméticos o funciones) se co-
locan como nodos intermedios.

S

Ejemplo 8.9. Elaborar el 4rbol binario completo que representa la ex-
Ppresion:

a(b + c?)
b—(c+de

y determinar los recorridos en orden primero, segundo y final.
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Solucioén. De acuerdo a la jerarquia de operacion que se usa en compu-
tacion el arbol se estructura de la siguiente forma:

+
A A

‘ /\ h

* )

E C 3 C 3

* o3 b+

$

¥

L

*

e b %

£ +

e e
1

¢ c d
l b—(c+d)e

a(b + c®)
b-(c+de
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Hay que observar cémo crece el arb
cion: sila literal se encuentra a la

VIII.

ArBorzs

derecha crece

encuentra a la izquierda crece en ese mismo sentido.

ol de acuerdo con la literal de la ecua-
hacia la derecha y si se

El recorrido del 4rbol en orden primero, segundo y final es:

Ejemplo 8.10. Supéngase que en el arbol anterio
los valores a = 3, b=5c=21 d=4
10 es /*a + bAc3 —b*

Se puede observar en primer lu
valores y signos aritmeéticos, ha

ALFAOMEGA

Primero:
Segundo;
Final:

El recorrido en “orden primero”
polaca” y es una de las manera

locando en una pila operadores a

/*a+b"c3 —b* +cde
a*b +¢"3/b —c +d*e
abe3” + *bed +e*—/

3 4
—r = s
" -1 o 3
5 5 & *
- + 4 5 T
3 3 3 — = 4
: g . 12 12 12
/ / 2EE T

también racibe el nombre de “notacics
S mas usadas para evaluar expresion:
matematicas dentro de la computacion. La forma en que se realiza es

ritmeéticos y variables, hasta que se o)

I las variables tienen
y e =3. Si el recorrido en orden prime-
+ cde, la forma en que se evalua la expresion es:

Estados de la pila.

gar que se introducen en la pila todos los
sta que se tengan dos variables (o cantida-

Elre
pres
valo:
men
CEerc:
otro

sign
Esto
femé
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des seguidas), en este caso cuando estan seguidos -1 y 3 que son los
valores de ¢ y su exponente. En el siguiente estado de la pila se observa
que se saco -1y se elevo a la potencia 3, (-1)"3. Como nuevamente quedan
dos valores juntos, se extraen de la pila y se les aplica el operador mas
cercano a ellos, “+”, por lo que se obtiene 5 + (1) =4 y se vuelve a guardar
el resultado en la pila. .

En el tercer estado de la pila nuevamente vuelven a quedar juntas dos
cantidades, mismas que se extraen de la pila con su operador mas cerca-
no para obtener 3*4=12. Como ya no existen dos cantidades seguidas, es
necesario introducir a la pila mas valores.

Posteriormente se extraen de la pila -1 y 4 juntamente con el operador “+”
para llevar a cabo la operacién (-1 + 4 = 3) y asi sucesivamente hasta ob-
tener como resultado el -3 que esta en el ultimo estado de la pila, el cual
es el mismo resultado obtenido al evaluar la expresion matematica:

ab+c?) _ 3(6+(-1))

b(c + d)e bi— (e

El recorrido en “orden final” también es muy Uutil en la evaluacion de ex-
presiones matemadticas, s6lo que en este caso se introducen en la pila los
valores de las variables hasta que llega un signo aritmético. En este mo-
mento se extraen de la pila el signo aritmético y los valores que estan mas
cerca de él, se realiza la operacion y se guarda el resultado. Cuando llega
otro signo aritmético se vuelven a extraer dos valores juntamente con el
signo para realizar la operacién correspondiente y guardar el resultado.
Estos pasos se llevan a cabo hasta terminar de evaluar la expresion ma-
tematica como se muestra a continuacion.

Ejemplo 8.11. Supoéngase nuevamente que los valores sona=3,b=5,
c=-1,d=4y e=3. Siel recorrido en orden final es abc3" + *bed +e*~/, la
forma en que se evalua la expresion es:

+ *

|
(i
|
—
#*
|
—_
ol | |
(o]

T N
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Primero se introducen valores a la pila hasta que se tenga un signo aritmeé-
tico. Al llegar el signo “A” se extraen los valores mas cercanos a él, se
lleva a cabo la operacién (=DA 3 = -1 y se guarda el resultado en la pila
como lo muestra la figura.

La siguiente informacion de acuerdo al orden final es el signo “+", como _
lo muestra la pila correspondiente, mismo que se saca de la pila junto con :  .
los valores que estan cercanos a él para realizar la siguiente operacién
5 + (-1) = 4. Se continua de esta manera guardando la informacién en la
pila y sacando las dos ultimas cantidades guardadas, una vez que se pre-
senta un signo aritmeético, para llevar a cabo la evaluacién correspondien-
te hasta obtener el resultado que se muestra en el ultimo estado de la
pila. :

En el recorrido por “orden segundo” la evaluacién de la informacién en el
arbol debe ser por niveles y de izquierda a derecha. Por ejemplo, si los
valoressona=80,b=12,a=5d=3 y e = 2, primero se evalian los nive-
les mas bajos y si hay empate en cuanto al nivel tienen prioridad las ope-
raciones que estan mas a la izquierda. Sustituyendo valores por variables
la evaluacion se lleva a cabo de la siguiente forma:

12 8

Después de sumar5+3 =8

/ i 7 ®
5 ‘/.\ 10

80 80 8 Finalmente
se divide
4 2 ; 80/8 = 10
Después de restar Después de multiplicar
12-8=14 4*2 =8
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Cuando se evalia una expresion matematica puede haber mas de una hoja
que tenga el mismo valor, asi como también es frecuente que dos o mas
nodos intermedios tengan el mismo signo aritmético.

Ejemplo 8.12. Considérese que el recorrido de un arbol binario en orden
final es ab + cd/ef — gb + *—*. Determinar:

a) El arbol.
b) El recorrido en orden primero y segundo.

Solucion. En el recorrido en orden final una operacién se lleva a cabo
hasta que se tienen las dos cantidades y el signo de la operacion que se
realizara. El procedimiento completo para estructurar el arbol es:

a b ¢ —d e f ¥ g b

ab+ cd/ ef— gb+

L L B B B B B R B B AL R N AR B R N

En todos los casos anteriores primero se deben de tener dos cantidades y
la operacion aritmética para de esa manera unir los nodos. La operacién
aritmeética se lleva a cabo con las dos cantidades mas cercanas ala izquier-
da del signo. Una vez que se realiza la operacion el resultado se considera
como una cantidad, misma que se puede tomar en el momento en que se
presente un signo. Hasta ahora se lleva evaluado ab + cd/ef — gb + del
recorrido en orden posterior.

=
-
a

L]

€ I g b

Dos ultimos resultados
con el nuevo operador
aritmético ef — gbh+* Mas recientes resultados con

el nuevo operador aritmético
ab + cd/ef — gb+* —

e f -9 b
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Finalmente se obtiene el siguiente &rbol.

ALFAOMEGA

a)

b) Recorridos en orden:

VIII. Arsorzs

* Primero: * + ab— /cd* — ef + gb
* Segundo: a+b*c/d-e—-f*g+b

8.8 Busquedas

Se puede considerar que uno de los usos principales de la computadora es
guardar la informacién para después recuperarla en el orden deseado v en
forma répida. Cuando la informacién es pequefia no hay ninguin problema
ya que el tiempo en que encuentra la informacién almacenada es relativa-
mente pequeilo, pero conforme ésta aumenta el tiempo de respuesta es
importantisimo. Por esta razon es necesario guardar los datos de forma que
sea posible acceder a ellos en un tiempo razonable y para esto se utilizan
arboles de busqueda binarios (ABB), arboles AVL y arboles B.

8.8.1 Arboles de bisqueda binarios

Es posible crear un arbol que desde el momento en que se captura la in-
formacion quede de forma que sea relativamente facil acceder a ella, ade-
mas de que el arbol de bisqueda binario es sencillo de crear y
manipular.
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8.8 BUSQUEDAS

Ejemplo 8.13. Crear un arbol de busqueda binario con la siguiente
informacion: 30, —10, 3, 4, 9, 68, 50, 30, 3, 7, 6, 72, 98, -7, b6, 31, 58.

Solucion. Se entiende que la raiz es el primer dato, en este caso el 30,
y que los siguientes datos de colocaran a la izquierda si son menores que
30 o a la derecha si son mayores o iguales a 30. Lo mismo sucedera en los
nodos restantes: el nuevo dato estara a la izquierda de un nodo cualquie-
ra si es menor y a la derecha si es mayor o igual a él. Con estas reglas para
estructurar el arbol se tendra lo siguiente:

30

Una vez estructurado el arbol es posible obtener la informacion de sus
nodos siguiendo las mismas reglas que se usaron para elaborarlo: se bus-
cara a la izquierda si es menor que la informacion del nodo vy a la derecha
si es mayor o igual a él. Por ejemplo, si el dato a buscar es el nimero 56,
dado que es mayor que 30 se busca a la derecha ya que se tiene la certe-
za de que todos los datos que estdn a la izquierda de 30 son menores que
€l. A la derecha de 30 estd el 68, pero como el 56 es menor ahora se busca
ala izquierda para llegar al 50 y como el 56 es mayor se busca a la derecha
para localizarlo finalmente. Si en algun caso se llega a una hoja y no se
encuentra la informacién que se busca, entonces se debera mandar un
mensaje de “informacion inexistente”.

Por otro lado, los recorridos en orden primero, segundo y final son:
Primero: 30, -10, 3, -7, 4, 3, 9, 7, 6, 68, 50, 30, 31, 56, 58, 72, 98
Segundo: —10, -7, 3, 3, 4, 6, 7, 9, 30, 30, 31, 50, 56, 58, 68, 72, 98

Final: -7, 3, 6, 7, 9, 4, 3, -10, 31, 30, 58, 56, 50, 98, 72, 68, 30

385
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Hay que observar que el recorrido en orden segundo permite obtener la
informacion del arbol ordenada en forma ascendente. Esa es una de las
ventajas de acomodar la informacioén en un arbol con estas caracteristicas,
ya que se puede encontrar un dato en forma relativamente facil y ademas
se puede obtener el total de la informacion del arbol en forma ordenada.

Considérese ahora que se desea dar de baja algunos elementos del &rbol, -

Si el nodo que se da de baja es una hoja no hay ningun problema, solamen-
te se quita el nodo y la demas informacion no se mueve de su lugar. Pero
cuando el nodo es intermedio (o sea que tiene hijos) es recomendable es-
tablecer cual de los hijos tendrd prioridad para ocupar el lugar del padre.
Se acostumbra dar prioridad al nodo izquierde, esto implica que al desapa-
recer el padre el hijo izquierdo tomara su lugar cambiando la reestructura-
cion del arbol. Por ejemplo, si se da de baja el nodo 68 el arbol quedara de
la siguiente manera :

Se entiende que si el nodo que ocupa la posicién del padre tiene hijo dere-
cho, ese hijo derecho con toda su descendencia pasa a formar parte de la
rama derecha como ocurre con el nodo 56 y su descendiente 58, que de-
pendian del 50 y ahora dependen del 72.

ALFAOMEGA
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Si ahora se da de baja al nodo 3 el arbol queda de la siguiente manera:

En este caso se observa que cuando hay informacion repetida, como es el
nodo 3, el que se da de baja es el primero que se encuentra ya que esta

mas cercano a la raiz.

Un problema importante de los arboles de busqueda binario es que algu-
nas veces crecen en forma descontrolada. Cuando el volumen de informa-
cion es considerable el tiempo de busqueda se incrementa, ya que se
trata de arboles no balanceados, ¥ en estos casos es conveniente utilizar
arboles AVL o arboles B.

8.9 Aplicacion de los arboles

La estructura de arbol, independientemente de si se trata de arboles bi-
narios, AVL o B, se usa principalmente para guardar la informacién orga-
nizada de tal manera que sea posible tener un rapido acceso a ella. La
diferencia principal que permite decidir qué tipo de arbol usar depende
de la forma en que estd estructurada la informacién, pero sobre todo del
volumen de la misma (si la informacion es poca, entonces hay que usar
drboles binarios o AVL dependiendo de la forma en que esté organizada;
si el volumen de informacion es grande entonces hay que usar arboles B)
ya que cuando es posible manipular la informacién en memoria principal,
los arboles binarios y AVL son recomendables. Sin embargo, cuando no se
puede transferir la informacion completamente de memoria secundaria a
memoria principal para posteriormente manipularse, sino que se trae
parcialmente a memoria principal y después de procesarla se regresa al

ALFAOMEGA
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dispositivo de almacenamiento secundario, entonces es recomendable la
utilizacion de arboles B o B++. Por ejemplo, para eliminar informacion du-
plicada en una base de datos.

Si la base de datos no tiene un gran volumen de informacién y es posible
su manejo en memoria principal, esta actividad normalmente se realiza
colocando la informacion de la base de datos en un arreglo de forma que
para eliminar los registros duplicados habra que hacer en el peor de los
casos nn = n? comparaciones, ya que se toma el primer elemento y se com-
para con todos los demas, colocando una marca (*) a los elementos dupli-
cados, el segundo se compara con todos los demas y asi sucesivamente
hasta comparar el ultimo elemento con todos los demas y colocar las mar-
cas correspondientes, para finalmente eliminar las posiciones que tengan
dicha marca y hacer el recorrido de la informacién, como se muestra en la
siguiente tabla.

Finalmente
A A A A A A
1.{ 20 20 20 20 20 11 20
2| 63 3 3 3 3 2 2
3| -7 -7 -7 -7 -7 3| -7
4 | 50 50 50 50 50 4 | 50
B| 9 9 9 9 9 b 9
6| 3 3 ¥ % & 6| 18
71 20 i % 2 * 7
8| -7 -7 -7 * ¥ 8
9| 18 18 18 18 18 9
Iteracién 12 22 he 4% . n

Sin embargo, si esto mismo se lleva a cabo por medio de un arbol binario,
el cual se crea con la informacion de la base de datos en el momento en
que se manda la informacién a memoria principal, de tal manera que solo
se registran como nodos aquellos registros que no estan duplicados y des-
pués se regresa nuevamente la informacion a la base de datos, entonces
el nimero de comparaciones se reduce sustancialmente de tal forma que
con la informacién anterior se tendria el siguiente arbol binario.

20 A A
1120 1| =7

3 %248 2| 3

9 50 3| -7 3 |8

41 9 4| 18

-7 5|18 51720
6 | 50 6["h0

18 Primero Segundo

FROEBRRRRENM

FERHENE M
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Si después de crear el arbol se regresa la informacion a la base de datos
en orden primero, la informacion conserva una estructura semejante ala
gue tenia, como se ve en la figura anterior, pero si se pasa la informacién
del arbol a la base de datos, usando para ello el recorrido en orden segun-
do, entonces no sélo se eliminan los repetidos sino que ademas se colocan
ordenados ascendentemente. El numero de comparaciones para crear un
arbol binario es menor que n?, ya que el dato no se tiene que comparar con
todos sino solamente con los que sean necesarios para encontrar la colo-
cacion del dato en el arbol. De esta manera se reduce significativamente
el tiempo requerido para eliminar la informacién repetida en una base de
datos.

Siesta misma operacion se realiza usando arboles AVL los resultados son
semejantes, ya que un arbol AVL es también un arbol binario que segu-
ramente requerira de mayor tiempo para su estructuracion porque al
mismo tiempo que se crea el arbol se balancea cuando es necesario, pero
ese tiempo se compensa cuando se manda la informacién del arbol a la
base de datos. El proceso de estructuracion del arbol AVL se muestra en

la siguiente figura.
20 3 3
3 /\ 20
L -7
i 20
. 9
ke Giro derecho sobre 3 50
3 9 18
9 3 20
wf 20
-7 18 50

Doble giro, uno derecho y luego izquierdo sobre 9

Hay que recordar que para buscar informacion en un arbol AVL el numero
e comparaciones en el peor de los casos es log n, sin embargo en un arbol
binario que no es AVL el peor de los casos es n (cuando los hijos estan
zlineados en un mismo lado con respecto al padre).

1a diferencia entre los arboles B, AVL y binarios es que para usar los ar-
‘boles B se requiere mas trabajo para desarrollar y programar las operacio-
nes de altas, bajas y cambios, pero una vez que ya se tienen programados
os algoritmos, la velocidad de respuesta en los arboles B es significativa-
‘mente menor ya que ademas de mantenerse balanceados como ocurre con
1os arboles AVL, la propiedad de tener informacion de mas de un registro
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de una base de datos en un mismo nodo permite el manejo de un mayor
volumen de informacién. Al incrementarse el numero de registros en un
mismo nodo se reduce la altura del arbol, las operaciones para balancear
el arbol decrecen y de esta manera se aumenta la eficiencia de los arboles
B. Considérese también que los arboles B se utilizan cuando la memoria
principal de la computadora no es lo suficientemente grande como para
manejar toda la informacién de la base de datos, sino que se aprovechan
las caracteristicas de los discos rigidos (memoria secundaria) de tal mane-
ra que un nodo ocupa un bloque de disco con espacio, para n registros de
la base de datos, procurando que la informacién quede en pistas o cilindros
cercanos para evitar la pérdida de tiempo en la lectura y grabacion de la
informacion.

8.10 Resumen

Un arbol es un grafo conexo que no tiene ciclos, ni lazos, nilados paralelos,
ademas de que esta compuesto por niveles y al mas alto de la jerarquia se
le llama “raiz”. La raiz tiene un nivel 0, los vértices inmediatamente deba-
jo de la raiz tienen un nivel 1 y as{ sucesivamente. La altura o peso de un
arbol es el valor de su nivel mas bajo. A los elementos que estan en las
puntas de las ramas se les llama “hojas”. A todos los elementos colocados
debajo de un nodo, independientemente de su nivel, se les llama “descen-
dientes”. A los elementos colocados en una misma linea de descendencia
antes de un nodo, se les llaman “antecesores”. Se llaman “vértices internos”
a todos aquellos que no son hojas.

Los arboles se pueden clasificar de acuerdo al niimero de nodos en: binarios,
trinarios, cuaternarios, etc., v de acuerdo a su altura en balanceados v
desbalanceados.

Arboles generadores. A partir de un grafo conexo es posible obtener un
arbol (eliminando aristas redundantes) que permite mantener conectados
a todos los nodos del grafo, y que recibe el nombre de “&rbol generador”.
Existen dos formas en que es posible obtener el arbol generador: usando
bisqueda en profundidad, en donde se busca por ramas de arriba hacia
abajo y de izquierda a derecha, o bien por medio de busqueda a lo ancho
en donde la bisqueda se hace por niveles.

Un arbol generador minimo de un grafo es aquel que permite mantener
unidos a todos los vértices y que no tiene ciclos, pero que ademas es la
forma mas barata o corta ya que la trayectoria o costo es minimo. Existen
varios campos en donde es conveniente mantener funcionando los sistemas
al menor costo y algunos de ellos son las redes telefonicas, eléctricas, ca-
rreteras, de alcantarillado, etc., en donde es conveniente mantener la co-
municacion entre los nodos pero sin aristas redundantes o demasiado
costosas. Para obtener el arbol generador minimo en un grafo conexo con
pesos es posible aplicar el método de Prim o bien el de Kruskal.




8.10 RESUMEN

Existen tres maneras de recorrer la informacion de un arbol y el nombre
del recorrido indica el orden en que se coloca el padre en relacion a sus
hijos. Los recorridos son:

Recorrido en orden primero. En este recorrido primero se toma el padre,
luego el hijo izquierdo y al final los demas hijos.

Recorrido en orden segundo. En este recorrido primero se toma el hijo
izquierdo, segundo el padre y al final los demads hijos.

Recorrido en orden final. En este recorrido se toma primero el hijo iz-
quierdo, después los demés hijos y al final el padre.

Recorridos en arboles etiquetados. En el area de la computacion los arbo-
es etiquetados se usan para evaluar expresiones matematicas. Las cons-
:antes o variables se colocan en las hojas vy los operadores (signos
aritméticos o funciones) se sitian como nodos intermedios.

Uno de los usos principales de la computadora es guardar informacion
ara después recuperarla en el orden deseado y en forma rapida. Cuando
12 informacion es pequefla no hay ningun problema ya que el tiempo en
=] que encuentra la informacion almacenada es relativamente pequerio,
sin embargo a medida que crece el tiempo de respuesta es importantisimo.
Por tal razon es necesario guardar los datos de tal manera que sea posible
zcceder a ellos en un tiempo razonable y para ello se utilizan los arboles
de busqueda binarios (ABB), arboles AVL y arboles B.
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8.11 Problemas

=

8.1 Considérese el siguiente arbol.

MR i

-
L

]
(L Yy "
A F

YR SP=rrRa
i

L ‘.".f

YRy s
R & Gt i

3513 o &_
‘a) ¢Cual es el recorrido en orden primero, segundo y final?
b) Balancear el 4rbol a trinario. . i
) g,Cual es el recorrido en orden primero, segundo v final, ah@ra
que estd balanceado?

TEN
) I o

_8_‘.2* C'onsigé;;ese, el siguignte arbol.
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Determinar:

s El arbol binario que representa la expresion.
o Elrecorrido en orden primero, segundo y final.
e Sia=8,b=4,c¢=2,d=1,e=-2yf= 6, ;cudl es la forma en

que se lleva a cabo la evaluacién en orden pnmerg y final
en cada uno de los incisos?

e 5i los valores son los que se indican anteriormente,
por medio de un arbol ilustrar la evaluacién en orden se-
gundo.

8.5 Sea el recorrido en orden p’rj.méro. +a——*bcd/e+fg.

a) Construir el arbol binario.

b) ¢Cual es el recorrido en orden: segundo y final?

¢) ¢Cuadl es la simulacion de la evaluacién, usando pilas para el
recorrido primero y final? :

d) ;Cuél es la evaluacion en orden segundo, ilustrandolo por me-
dio de arboles? Con los valores donde sea necesario de a =1,
=" -8 d —5c— 4f_-3g 5.

e) ¢(Cual es la ecuacién matematica que representa el arbol bina-
rio?

8.6 Sea el recorrido en orden:

a) Final; db*b-cab*/+a*d—
b) Final; ab+cd/ef-gh+*—*
¢) Segundo: at+b—e/c-et+a/b*d
d) Segundo: a*d/f/g*h+e+b-c
e) Primero: : /a+*+bc—ec/d-ba
f) Primero: *+/c*+abfde

En cada uno de los incisos realizar lo siguiente:

e Construir el arbol binario.

e Determinar el recorrido en orden segundo y final.

e Simular la evaluacion usando pilas para el recorrido prime-
ro y final. Con los valores donde sea necesario de a = 3,
b=2,c=-1,d=1,¢e=4,f=6,g=-3 h=4, |

o Tlustrar la evaluacion en orden segundo, usando arboles.

o Determinar la ecuacion que representa el arbol binario.
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8.7 Con la siguiente informacién: (m, d, ¢, e, a, f, g, ¢, b, m, z, a):

~ a) Elaborar un arbol binario de busqueda. Considerar que la
~ informacion se coloca a la izquierda de un nodo determi-
nado si es menor o igual al nodo vy a la derecha exclusiva-
mente si es mayor.

- b) ;Cuél es el recorrido en orden primero, segundo y final?
¢) ¢Cémo queda el arbol si se dan de baja los nodos m ¥ ¢,
dando prioridad al nodo izquierdo sobre el derecho para
ocupar el lugar del padre? Ademads dar de alta los nodos 1,

iyh. .
d) ¢Cual es el recorrido en orden segundo una vez que se han
- llevado a cabo los ajustes correspondientes?

8.8 Considérese la informacién siguiente:

- a) 40, 12, -8, 0, 60, 35, 5, -1, 7, 23, 42, 70, 38
b) 0,717, -7,4,-2,60,11,-5,0,8
¢) 100, 3,7, 5, -2, 60, 80, 115, -1, 0
d) 48, 32, 12, 27, 72, 85, 0, 1, 60, 70, 56, 49, 48 =

 Enrelacién con cada uno de los incisos:

» Elaborar un arbol binario de bisqueda. Considerar que
la informacién se coloca a la izquierda de un nodo de-
terminado si es menor o igual al nodo y a la derecha
exclusivamente si es mayor.

e ;Cuél es el recorrido en orden primero, segundo v fi-
nal?

e ;Como queda el arbol, si se hacen los siguientes movi-

- mientos en cada uno de los incisos? Concediendo prio-
ridad al nodo izquierdo sobre el derecho para ocupar el
lugar del padre cuando existe alguna baja.

a) Baja: 12; altas: 58, 3y 6.
b) Bajas: 17 y -7; altas: 0, -2 y 18.
¢) Bajas: -2y 80; altas: 9y 72.
s d_)‘ Bajas: 48 v 12;-.'aIfaS': -9,64y40.
e (Cual es el recorrido en orden primero, después de ha-
ber hecho los ajustes?
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VIII. ArsorEs

8.9 Considérese el siguiente grafo:

Determinar el arbol generador, partiendo del nodo 1y prioridad en orden
ascendente. Por medio de busqueda:

a) A lo ancho.
b) En profundidad.

8.10 Determinar el arbol generador de los grafos de cada inciso, par-

tiendo del nodo 1 y con prioridad de seleccién ascendente, usan-
do para ello busqueda.

= A lo ancho.
e FEn profundidad.




8.11 PROBLEMAS

8.11 El siguiente grafo representa la red carretera entre las ciuda-
desa,b,c,d e f g h,i]yk, asicomo lalongitud de cada una
de las carreteras que unen las distintas ciudades:

:

Determinar el arbol generador minimo usando el método de:

&) Prim.
b) Kruskal.

8.12 Determinar el arbol generador minimo de los grafos de los
incisos (a), (b) y (c) usando para ello los métodos de Prim y
Kruskal. Si existen mas arboles de expansién minimos mues-
tre adicionalmente uno para cada grafo.
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398 VIII. ARBOLES

8.13 En un texto se encontro6 que la frecuencia de uso de cada uno de
los caracteres es la siguiente.

S

Caracter Peso o frecuencia

0 20
1 e

u 15
S 6

a 23
n 6

i 25
b 10
e 19

a) ¢Cual es el arbol optimal para el codigo de Huffman?.

b) Con el arbol obtenido, codificar el mensaje: solounabuenailu- k
sion.
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8.11 PROBLEMAS 399

~ 8.14 En un documento se encontré que la fracuenma con la que
ocurren los caracteres es:

_Cardcter | Pesoofrecuencia |
. a_ 80
: —
h 19
i 33
m 43 :
0 69 = -
s 36
o 18
; _espacio 5 47

a) (,Cual es el arbol optimal para el cédigo de Huffman? &
h) Cen dicho drbol codificar el mensaje: hola amigos.
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