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Objetivos

Comprender el concepto de relacion y su diferencia con una funcién.

Aprender a representar las funciones y relaciones de diferente manera.

Aprender a realizar operaciones con relaciones.

Saber cuales son las caracteristicas de las relaciones de equivalencia y la manera en
que una relacion puede adquirirlas.

Aplicar los conceptos de relacion y funcion en la computacion.
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6.1 Introduccién

Una relacion es una correspondencia entre dos elementos de dos conjuntos
con ciertas propiedades. En computacion las relaciones se utilizan en bases
de datos, estructuras de datos, redes, autématas y lenguajes. Por ejemple
se pueden guardar datos personales de un trabajador: numero.de contre
registro federal de causantes, puesto ocupado, antigiiedad y salario, entre
otros. Para relacionar los datos de este archivo con otra informacién, s&
establece el campo relacion y las reglas que permitirdn la busqueda
asignacion de informacioén. Una vez que se establece la relacion, es posible
llevar a cabo varias operaciones entre relaciones utilizando para ello
algebra relacional. Las estructuras de datos son relaciones que permites
acceder de manera mas rapida y ordenada la informacién; por lo generz
la relacién la establece el orden en que se deseen recorrer los datos (orden
alfabético, antigliedad, salario, etc.) usando como elemento fisico de rela-
cion entre los nodos los apuntadores. Un autémata es un conjunto de es
tados, y algunos de ellos se consideran de aceptaciéon y otros no pero Ia
finalidad es el reconocimiento de palabras de un lenguaje; debido a que
estos estados se encuentran vinculados, se puede considerar a los autc
matas como una relaciéon. Uno de los usos mas comunes de los autémata:
se encuentra en el area de los compiladores, que esta estrechamente rel=
cionada con los lenguajes formales. Una red de computadoras también s
considera una relacion: aqui los nodos (computadoras en este caso) es
relacionados o comunicados entre si por medio de sefiales (alambricas
inalambricas). Las redes eléctricas, telefénicas, de agua potable y alcant=
rillado, también se pueden considerar como relaciones, solamente que &
este caso los nodos pueden ser valvulas, bombas, coladeras, lamparas
postes, centrales telefonicas, entre otros, v la relacién se establece pas
medio de tubos, cables y satélites. Pero la forma de tratar las relaciones
independientemente del area del conocimiento, es muy semejante por &
que la informacion tratada en este capitulo es de gran utilidad.

Las funciones son una clase especial de relacion y se utilizan practicames
te en todas las areas de las matemadticas, en particular en calculo diferencis
e integral, geometria analitica, trigonometria y algebra. En computacia
las funciones tienen aplicacién directa en lenguajes de programacion, yz
que cada uno de éstos tiene sus propias librerias de funciones estandsz

permitiendo al usuario adicionar mas funciones con el objeto de hacerle
mas ricos, faciles y poderosos en el momento de programar.

6.2 Elementos de una relacion

La definicion de relacion es la siguiente: dados dos conjuntos no vacios
y B, una relacion R es un conjunto de pares ordenados en donde el prime
elemento a esta relacionado con el segundo elemento b por medio de cie
ta propiedad o caracteristica. La relacion se indica como aRb:
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R={ab)|ac Aybe B}

Tna relaciéon es una tabla que muestra la correspondencia de unos ele-
=entos con respecto a otros; por ejemplo la relacién entre maestros y las
materias que imparte cada uno, cumple con las caracteristicas de relacién
nor lo que se puede representar de la siguiente manera:

Maestro Materia
Jorge Sistemas digitales
Domingo Lenguajes algoritmicos
Ignacio Estructuras de datos
Jorge Graficacion
Raymundo Programacion IT
Manuel Sistemas operativos
Ezecuiel Sistemas digitales

in este caso se tiene que:
L — (x| X eS un maestroj

= |y | v es una materia de la carrera de ingenieria en sistemas computa-
cionales}

— |(Jorge, Sistemas digitales), (Jorge, Graficacion), (Domingo, Lenguajes
algoritmicos), (Ignacio, Estructuras de datos), (Raymundo, Programa-
cion 1I), (Manuel, Sistemas operativos), (Ezequiel, Sistemas digi-
tales)}

= =ntiende que el conjunto A esta integrado por todos los maestros, aun-
m= no aparezcan en la relacion, y que el conjunto B también tiene mas
=terias que las que se consideran en la tabla anterior.

= términos de relacién se dice que Jorge esta relacionado con Sistemas
igitales y Graficacion, y que Ignacio esta relacionado con Estructuras de
--0s. Se nota claramente cudles son los elementos de cada uno de los
==juntos que conforman la relacién, pero cada uno de los conjuntos pue-
= =ener mas informacion que puede llevar consigo en el momento en que
. =stablece la relacion. Por ejemplo, los elementos fundamentales del
~mer conjunto son los nombres de los maestros, pero a ese conjunto
irian pertenecer campos como codigo, edad, salario, especialidad, que
smbién son datos propios de cada uno de los maestros, asi como en el
==o de las materias es tipico el numero de créditos, codigo, requisitos,
—=tera. Incluso es comun en el caso de bases de datos que el campo con

==stro, v no el nombre de cada uno de ellos.
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Las relaciones se forman si se cumple cierta proposicién, esa proposicio
puede ser textual, como en el caso anterior (“Imparten la materia™), pera
también puede ser planteada en lenguaje matematico.

Ejemplo 6.1. Sean los conjuntos

A={alae Z; 10<a <30}
B={b|be Z"; b<20}

y sea R una relacion de A en B, en donde el elemento a € A es divisible
entre 13 y b € B es primo.

Como resultando se obtiene la siguiente relacién:

R={(13, 2), (13, 3), (13, 5), (13, 7), (13, 11), (13, 13), (13, 17), (13, 19),
(26, 2), (26, 3), (26, 5), (26, 7), (26, 11), (26, 13), (26, 17), (26, 19))

Hay que observar que las relaciones también se pueden representar como
un conjunto de pares ordenados, en donde el elemento a e A esta relacio-
nado con el segundo elemento b e B, por medio de cierta condicién esta-
blecida. En este caso la condicién es que el primer elemento de los pares
ordenados sea un entero entre 10 y 30, divisible entre 13, v el segundo
elemento es un entero positivo primo, menor o igual a 20. Otra forma de
representar de este conjunto es

R={(a,b) |a e Z b e Z*; a es divisible entre 13: 10 < a < 30; b es
primo; b < 20}

Silos elementos de un conjunto se pueden relacionar, se dice que los cor
juntos que integran la relacién estan ordenados v a la relacion se le llama
“relacion de orden” en el conjunto. Sin embargo, existen muchos conjun
tos cuyos elementos no son comparables. Por ejemplo, en el conjunto de
los boxeadores profesionales no es posible tener una pelea entre Juli
César Chavez y Mike Tyson (suponiendo que estuvieran activos) debido
que no son del mismo peso, por lo tanto el conjunto de peleas posibles
entre boxeadores profesionales es un conjunto parcialmente ordenado.
para todos sus pesos, pero no entre las mismas categorias.

6.2.1 Producto cartesiano

El producto cartesiano de los conjuntos A v B, que se denota como A x B
es la combinacién de todos los elementos del conjunto A con todos los
elementos del conjunto B. En teoria de conjuntos equivale al conjunts
universo.
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Una relacion R de A en B (R: A — B) es un subconjunto del producto car-
iano A x B. SiR c A xB v (a, b) € R, entonces a su vez el producto
=siano también es una relacion.

'Ejemplo 6.2. Sean los conjuntos
A={1;23 'y B=fah
El producto cartésiano A x B contiene todos los pares ordenados que re-

sultan de relacionar todos los elementos del conjunto A con todos los
elementos del conjunto B, como se muestra en la siguiente figura:

A B 3

AxB={(1,a) (1 Db), (2 a), (2 b), (3, a), (3 b)}

= fgura del ejemplo 6.2 muestra otra forma de representar una relacion:
“diagrama de flechas” en el que se muestran claramente los elementos
= pertenecen a cada conjunto, asi como la relacién entre ellos, También
= acilverque AXxB#B x A,

Relacién binaria

siempre los elementos de la relacion son pares ordenados, ya que
w=den tener mas de dos elementos como en el giguiente caso:

R={(a, 1, A); (a, 2, 1), (b, 1, A), (e, 3, B) /(e 2, A))

wui la relacion estd formada por tercias de elementos pertenecientes a
= conjuntos A={a, b, ¢}, B={1, 2, 3} y C ={J, A. En este caso se trata de
== relacion terciaria y no binaria, ya que los elementos no son pares or-
‘=nados sino tercias.
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Una de las relaciones méas importantes en la computacién es la relacié
binaria, ya que se puede representar por medio de una matriz, tabla
grafica. Ademéas de ser més f4cil de manejar, se le llama relacién binari
porque sus elementos son pares ordenados que se forman a partir de d
conjuntos.

En toda relacion de pares ordenados no vacia se tienen dos conjuntos:
dominio de R (Dom(R)), que es el conjunto de todos los primeros element
de los pares de una relacién el cual es un subconjunto del conjunto
(Dom(R) c A), y el codominio de R (Cod(R)), conjunto que esta formado po
los segundos elementos de los pares de la relacién R y que también es
subconjunto de B (Cod(R) < B).

Ejemplo 6.3. Sean los conjuntos
A=A 56,7 11}y B=(bjbcZ 1<b=10)

Considérese que aRb si y sélo si b es divisible entre a. Por lo tanto, los
elementos de la relacion son:

R=1(2,2),(2,4), 2, 6), (2,8), (2, 10), (4, 4), (4, 8), (5, 5), (5, 10), (8, 6),
(7. 7}

Dom(R) = {2, 4, 5, 6, 7)

Cod(R) = {2, 4, 5, 6, 7, 8, 10}

6.2.3 Matriz de una relacién

S1 Ay B son dos conjuntos finitos con m y n elementos, respectivamen
¥ R es una relacién de A en B, entonces es posible representar a R co
una matriz My = [m;] cuyos elementos se definen como:

1si(a, b)e R
Hli]'=

Osi(a,b)z R

ALFAOMEGA
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Ejemplo 6.4. Sean los conjuntos
A={1,2345yB=11,28,456,7
y sea la relacién R: A — B tal que
R={(1,2),(1,3), (2 2), (2, 5),(3,2),(3,7), (4 2), (4 5), (5 6)}

 Esta relacién se puede representar en forma de matriz como sigue:

% 3 A 56
101+ 0°0:0 0
20 1 0=071.00
M= 30" 000 0
4051 0 0100
5000 00 010

Los elementos del conjunto A se representan como filas y los del conjunto
B como columnas. Se coloca un 1 si el par ordenado se enguentra en la
relacién y un 0 en caso contrario. :

= representacion matricial es muy importante ya que se presta para llevar
2 cabo las operaciones entre relaciones, sobre todo cuando se tienen re-
=-iones muy grandes.

>4 Grafo de una relacion

2= posible representar una relacion por medio de una grafica integrada
nodos y flechas, v a este tipo de gréafica se le conoce como “grafo diri-
ido” de R. Para hacer un grafo sélo se tienen que colocar los elementos
= los conjuntos A y B como nodos, v la relacion que existe entre los ele-
mentos se indica por medio de una flecha que va del elemento del conjun-
. & al elemento del conjunto B con el que esta relacionado.

ALFAOMEGA
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Ejemplo 6.5. Sean los conjuntos

A={a,b,c] v B={x vy}
y sea la relacion R: A — B tal que

R={(a %), (a ), (b, y). (c, %))

X
® ®v

Grafo dirigido

Los grafos pueden ser de dos tipos: “dirigidos”
en el que los nodos estan relacionado
la relacién, o “no dirigidos™”
direccionamiento:

» como el del ejemplo 6.5
s por medio de una flecha que indica
» como el siguiente grafo en el que no existe

Red Arbol

Los grafos no dirigidos tienen mucha aplicacién tanto en el drea de
computacion como en los sistemas de comunicacién, ya que por medio
un grafo no dirigido es posible representar una red carretera, una red te-
| lefdnica, una red de computadoras, una red de redes y un &rbol, entre otros.
En un grafo no dirigido la relacion es en ambos sentidos (se considera qu
las lineas tienen cabezas de flecha en ambos extremos), por lo que no
necesaria la flecha. Este tipo de grafo se expone en el siguiente capitulo.

Es muy comun que los conjuntos A y B tengan los mismos elementos. P

ejemploenel caso A=B = {x|x es un animal} se entiende que tanto A co
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B tienen como elementos a todos los animales, con los cuales se pueden
establecer diversas relaciones. En este caso se dice que R c A x A es una
relacion de A, en lugar de una relacién de A en A.

Ejemplo 6.6. Sean los conjuntos

- -

A=B={1,2,3 4,5

y la relacion

R={(1,1). (1 3). (1, 4), (2, 1), (2, 4), (2, 5), (3, 3),(3, 4),
(3,5), (4,2), (4,4),(5 1), (5,3), (5 5)}

cuyo grafo y representacion matricial son los siguientes:

sl o s
AL e |
Zil=Teif= g
Liile e il = T il |
A0 (==a]
S lelea=ate =
.Grafode R Matriz de R

: puede observar que cuando A = B, es posible establecer una relacion
=un elemento a €l mismo como ocurre con los pares (1, 1), (2, 2), (4, 4) v
& 5), v que la matriz de la relacién siempre serd cuadrada.

Tipos de relaciones

&= relaciones y funciones deben cumplir con ciertos requisitos para que
=n consideradas como tales, y como cada una de ellas tiene sus caracte-
ficas propias es posible establecer cierta clasificacion. En la siguiente
s=ificacion de relaciones se considera que los conjuntos A y B son iguales,
zue implica que su representacion matricial siempre es cuadrada.

= O == O Ol
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6.3.1 Relacion reflexiva

Una relacion es reflexiva cuando todo elemento de un conjunto A estd re-
lacionado consigo mismo, esto es, cuando se cumple que aRa para todo
elemento de A. Una caracteristica de este tipo de relacion es que su matriz
correspondiente contiene unos en toda su diagonal principal y los elemen-
tos restantes de la matriz pueden ser unos o ceros, como se muestra en e
siguiente ejemplo.

SeanA=B={1,2 3,4}y
R={(1, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 2), (3, 3), (4, 3), (4, 4)}

Entonces la matriz de esta relacion es

o C O = B
B S e G
= O O O i

S oW N e
o e o N

6.3.2 Relacion irreflexiva

Se dice que una relacién es irreflexiva cuando ningin elemento del con-
junto A estd relacionado consigo mismo ((a, a) ¢ R). En este caso la matr
de la relacion debera contener unicamente ceros en la diagonal. Si la diz
gonal de la matriz tiene ceros y unos, la relacion correspondiente no es

reflexiva ni irreflexiva.
En el siguiente ejemplo se tiene la matriz de una relacion que soélo contie
ne ceros en su diagonal, por lo tanto ésta es una relacion irreflexiva ya qus
ningun elemento esta relacionado consigo mismo.
SeanA=B={(1,2,3,4vy

={(1,3), (1, 4), (2, 4), (3, 2), (4, 3)}

Entonces la matriz de la relacion es

[ S N S

S 0 CONe, =
o = O O N
= O O = W
O O ==
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6.3.3 Relacion simétrica

Se dice que una relaciéon R: A — B es simeétrica cuando (a, b) € Ry (b, a)
= R. Si (3, b) esta en la relacién pero (b, a) no, entonces la relacion no es
simétrica.

En el siguiente ejemplo la matriz de esta relacion tiene unos o ceros en los
pares colocados simétricamente, esto es, si(a, b) € R entonces (b, a) € R.
Perosi(a, b) ¢ Rentonces (b, a) ¢ R.

PSS % I S

= O e S e
== O = N
_ O VL O W
O = = =

_= condicion de simetria se debe de cumplir para todos los pares colocados
=métricamente, v una forma rapida de saber si la relacion es simétrica es
comparar la matriz de la relacién con su transpuesta: si son iguales enton-
==s se concluye que la relaciéon R es simétrica.

Como en el siguiente ejemplo se tiene que My # My ' entonces se conclu-
que la relacion R no es simétrica:

B W N e
O O R =
=R O N
= e S W
(= )

i hay que recordar que Mg” resulta de convertir las columnas de My
= filas.

Relacion asimétrica

Tna relacion R de A en B es asimétrica si cuando (a, b) € R entonces (b, a)
= R ademas de que ningun elemento debera estar relacionado consigo
msmo; esto significa que la diagonal de la matriz de la relacion debera
mntener solamente ceros.

relacion con los pares simétricos de la siguiente matriz hay que obser-
r que si uno de ellos vale 1, su simétrico debe valer 0. Por otro lado, la
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diagonal debe tener solamente ceros, lo cual indica que ningin elemento
esté relacionado consigo mismo.

O RO -
= = OO0 N

_, O O = W
O O O O

Los pares colocados simétricamente pueden ser pares de ceros, pero nun-
ca pares de unos.

6.3.5 Relacién antisimétrica

Una relacion es antisimétrica cuando uno de los pares colocados simétri-
camente no esta en la relacion, lo cual significa que (a, b) ¢ R o bien (b, a)
£ R. En este caso la diagonal de la matriz no es importante, ya que pueden
estar o no relacionados los elementos con ellos mismos.

En la matriz de la relacion siguiente, cuando menos uno de los pares simé-
tricos de la relacion es 0, lo cual signifiea que (a, b) ¢ R o bien (b, a) ¢ R. En
la diagonal puede haber ceros o unos, y también puede haber pares de ceros
colocados simétricamente y por lo tanto es una relacién antisimétrica.

3
1
1
0
1

o O O O -
o O = O N
O O = O B

6.3.6 Relacion transitiva

Una relacion de A en B tiene la propiedad de ser transitiva si cuando
v bRc entonces existe el par aRc.

En la matriz de la siguiente relacion se tiene (2, 3) v (3, 4), entonces exists
(2, 4). También se tiene (3, 1) y (1, 3), entonces (3, 3). De esta forma se deb
de revisar todos los posibles pares para ver si se cumple la transitividad.

O =, O O =
o O~ O N
L e e B =R % |
O == O D
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Luego de llevar a cabo la tabulacién correspondiente se concluye que la
relacidn anterior no es transitiva, ya que debe tener los pares ordenados
encontrados a continuacion:

*

(1.3)2(8:0=(1: 1)
(2,2),(2,4) = (2,4)
(3,1),(1,3)=(3,3)
(4,3),(3,1)= (4 1)
(1,3),(3,3)=(1,3)
@8 1=2 1
(3,3).(3,1)=(3,1)
(4,3),(3,3) = (4,3)
(1,3),(3,4) = (1, 4)*
(2, 3)
( )
( )
( )
( )

)

)

)

)

7 3118, 8)= 18,3
4,3),(3,4) = (4, 4)*
2,2),(2, 2 =22
2,3),(3,4)= (2,4
(3,3),(3,4)= (3,4
2,2),(2,3) = (2 3
(2,4),4,3)= (2,3
(3,4), (4,3) = (3, 3

)
3),(3,3) = (2,

)

)

=n embargo, le faltan los 5 elementos marcados con asterisco (*), para que
sumpla con la propiedad de transitividad, pero aunque solo le faltara uno
==10 seria suficiente para que no fuera transitiva. También es comun que se
stengan elementos repetidos, por ejemplo (2, 4) aparece dos veces, pero en
=ste caso solamente se considera uno de ellos y los demas se descartan.

“or lo general las relaciones que se usan en la practica son muy grandes, por
que las dimensiones de la matriz también lo son y elaborar un algoritmo
w=ra saber si una relacién es transitiva por medio de la tabulacién requiere
mucho tiempo, y el numero de iteraciones que debe llevar a cabo la compu-
=dora es considerable. Se recomienda que en lugar de esto se desarrolle un
s goritmo para multiplicar la matriz booleana Mz por ella misma, para obte-
ser Mg?. Si My = My + Mg? se dice que la relacién R es transitiva.

W N -
(== = R =
O O -k O N
= = e W
O =L = O b
©
O = O O =
o O = O N
== = =W
O = = O b
Il
s
o O kL O N
= R P 2 W
L S SCVR
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Los elementos de la matriz resultante se obtuvieron multiplicando las filas
de la primera matriz, por cada una de las columnas de la segunda.

Como se muestra a continuacién, para obtener la primera fila de la matriz
resultante se multiplica la primera fila de la primera matriz por cada una
de las columnas de la segunda: ‘

0(0) + 0(0) + 1(1) + 0(0) =0+ 0 + 1+ 0 =1
0(0) + 0(1) + 1(0) + 0(0) =0+ 0 +0 +0=0
0(1)+0(1) + 1(1) +0(1)=0+0+1+0=1
0(0) + 0(1) + 1(1) + 0(0) =0 + 0+ 1 +0=1

Para obtener la segunda fila de la matriz resultante, se multiplica la seg
da fila de la primera matriz por cada una de las columnas de la segundsz

matriz:
0(0)+1(0) +1(1) +1{(0)=0+0+1+0=1
0(0)+1(1)+1(0) +1(0)=0+1+0+0=1
oM +1(M+1(N)+1(N)=0+1+1+0=1
00)+1(+1(D)+1(0)=0+1+1+0=1

Y asi sucesivamente hasta multiplicar todas las filas de la primera matriz
por cada una de las columnas de la segunda.

Note coémo los pares ordenados obtenidos por medio de la multiplicacior
booleana son los mismos que se obtuvieron por medio de tabulacion.
este caso se dice que R no es transitiva, ya que Mg # Mg + Mz?. El proced:
miento para multiplicar dos matrices booleanas es semejante a la muli:-
plicacion escalar de matrices. Hay que recordar que para multiplicar dos
matrices es necesario que el numero de columnas de la primera sea igusz
al numero de filas de la segunda. En este caso no hay ningun problema y=
que las matrices de las relaciones son de las mismas dimensiones, de for
ma que dicha condicién se cumple. Se observé también que si la suma de
los productos parciales es mayor que 1, se reduce a 1 ya que en algebz:
booleana solamente existen ceros y unos. El simbolo @ significa que s=
trata de multiplicacion de matrices boolenas.

Considerando que A =B, en la tabla 6.1 se resumen las propiedades de Iz
diferentes relaciones.
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Tabla 6.1 Propiedades de las relaciones.

Propiedad : Condicion

Reflexiva | aRa,Vae A

Irreflexiva (a,a)g R,Vae A

Simétrica Cuando (a, b) € R entonces (b, a) € R, o bien

cuando (a, b) ¢ R entonces (b, a) ¢ R.

Asimétrica Cuando (a, b) € R entonces (b, a) ¢ R.
Ademassia=Db(a, a) ¢ R.

Antisimétrica (a, b) ¢ Robien (b, a) ¢ R.
| La diagonal no es importante en este caso.

Transitiva Si(a, b)e Ry (b, c) € R; entonces (a, c) € R.

Ejemplo 6.7. Sean los conjuntos A=B={1, 2, 3, 4} y la relacion
R={(1, 1), (1,2), (2, 1), (2 4), 3, 4), (4 2), (4, 3), (4, 4)}

Determinar si la relacion es reflexiva, irreflexiva, simétrica, asimétrica,
antisimétrica o transitiva.

Solucioén. Las respuestas se pueden dar a partir de la matriz de la rela-
cién, ya que esto permite mayor claridad.

B W N -

O OB R
e el Ny
oo o W
[ T S o 1,

1) Larelaciéon no es reflexiva ya que deberia tener solamente unos
en la diagonal principal, esto es, todos los elementos del conjun-
to A deberian estar relacionados consigo mismos. Por ejemplo
(2, 2) ¢ R. Cuando no se cumple con la propiedad, para demostrar
esto es suficiente con exhibir un caso.

2) La relacién no es irreflexiva ya que ningun elemento deberia
estar relacionado consigo mismo, lo cual significa que la diagonal
principal debera tener solamente ceros. A diferencia de esto se
tiene que, por ejemplo (1, 1) € R.
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La relacion si es simétrica ya que los pares de elementos colo-
cados simétricamente alrededor de la diagonal principal son o
bien ceros o unos [el simétrico de (2, 3) es (3, 2) y ambos deben
Ser ceros o bien unos, pero esto debera cumplirse para todos los
pares colocados simétricamente]. Una forma de saber si una re-
lacion es simétrica es por medio de su inversa (R™). SiR = R‘ §e
dice que la relacion es simétrica: ¥

R={(1,1), (1, 2), (2, 1), (2, 4), (3, 4), (4 2), (4, 3), (4, 4)}
R7={(1,1),(2,1),(1,2), 4 2), (4 3), (2. 4), (3 4), (4 4)}
Es mas facil manejar la informacién por medio de una matriz. En

este caso la matriz de la relacién debera ser igual a su inversa
(Mg = Mg ™).

ESED S B

1
1
1
0
0

B W N =
I S o N o O e TR0
et T = s T o

Como se observa que My = My !, se puede concluir que R es una
relacion simétrica.

La relacién no es asimétrica ya que los pares de elementos co-
locados simétricamente alrededor de la diagonal deberian ser
contrarios, esto es, si uno es cero su contrario debe ser uno. Ade-
mas la diagonal principal deber4 contener solamente ceros. En
este caso se tiene por ejemplo que (1, 2) € Ry (2, 1) € R, pero si
uno de ellos esta contenido en la relacién entonces su simétrico
no deberia estar en ella, sin embargo lo esté y esto es suficiente
Dara concluir que la relacion R no es asimétrica. Ademds ningun
elemento deberia estar relacionado con él mismo, sin embargo
no sucede eso ya que por ejemplo (1, 1) € R.

La relacion no es antisimétrica ya que al menos uno de los pares
ordenados colocados simétricamente deberia ser cero vy en la
matriz se tiene que (1, 2) € R y también que (2, 1) € R, lo mismo
ocurre con los pares (2, 4) y (4, 2) asi como con (3, 4) v (4, 3). Con-
viene aclarar que no es necesario citar todos los casos para afirmar
que la relacion dada no es antisimétrica, ya que con un par de
pares ordenados en donde no se cumpla la condicién es suficien-
te para concluir que la relacién no tiene cierta propiedad. Sin
embargo, si se afirma que una relacion tiene una propiedad en-
tonces es necesario que se cumpla para todos los pares y no so-
lamente para algunos.
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6) La relacion no es transitiva porque al menos existe un caso en

donde no se cumple que si (a, b) € R y (b, ¢) € R, entonces (a, c)
e R. Un ejemplo de esto son los pares ordenados (2, 4) y (4, 2), va
que el par (2, 2) no pertenece a la relacion. Esto mismo se pudo
haber concluido si se observa que Mg = Mg + (Mg)%:
A e 2 =8 et
Tl T02 -0 1550500200 1101
3\ ol RS o S | OIG S R 0 R S Bl e G
A= BEE g0 = O ==l O= =215,
e Iy il = S are B
e 2 e (En s e o
1= s 0 T =0
MeacriMe? te 2l a0l o loattdad i ol atong -
Sy Eee) S (] Q=1 (B Sl il
7 e M pEss b i s P | = el

Como Mg # Mg + Mg? entonces la relacion R no es transitiva.

6.4 Relaciones de equivalencia, clases
de equivalencia y particiones

Una relacion de equivalencia es aquella que tiene las tres propiedades:
reflexiva, simétrica y transitiva. Por otro lado, una relacion de equivalencia
iene clases de equivalencia y éstas forman particiones. Una particion es
un subgrafo completo.

clases de equivalencia son conjuntos que contienen a todos los ele-
mentos be B yque estan relacionados con a € A. Los elementos del primer
conjunto se encierran entre corchetes, de forma que una clase de equiva-
cia se puede indicar como

[a]={b|b e B, aRb}

a particion es un conjunto de clases de equivalencia (conjunto de con-
tos) con las siguientes propiedades:

a) Deberan estar contenidos todos los elementos del conjunto A.
ALFAOMEGA
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b) La interseccién entre las clases de equivalencia deberd ser

vacia.

Mas formalmente se puede indicar como:

A ={[a] | a € A, la interseccién entre clases de equivalencia e

vacia)

Ejemplo 6.8. Establecer si la siguiente relacién es de equivalencia y
plantear el argumento correspondiente.

Sean A=B={1,2,3,4,5]y

R={(1, 1), (1,2),(1,5),(2, 1), (2, 2), (2, 5), (3,3). (3,4), (4. 3), (4, 4),
(5,1), (5 2), (5 5)}

1) Por inspeccién de R se ve que se cumple que aRa V a e A, esto
es, todo elemento del conjunto A esté relacionado con él mismo.
Otra forma de ver esto es observar que la diagonal principal de
la matriz de la relacién solo contiene unos:

O = = O O W
O o= OO B

= O O R R
= O O =L =N
= O O = = O

£
I
Ol i W N =

2) Es una relacion simétrica porque para todos los pares simétricos
de la relacion se cumple que si (a, b) € R entonces (b, a) € R. Esto

significa que R=R!:

R={(1,1),(1, 2),(1,5),(2 1), (2, 2), (2,5), (3, 3), (3,4), (4 3),
Rt = 12061 1202523 3), (4, 3), (3, 4),
(4, 4). (1, 5), (2, 5), (5, 5)}

ALFAOMEGA
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O bien por medio de matrices se cumple que Mg = Mg ":

e ST Taio (g sd =5
T lbersil st gl el
2B B s e i e e
Mg =310 01 210 M= et =0
A5 -=0 ksl =l e e 0 s R L )
> Boe Tzl Bigei0% 7l 5ol @05
L 3) También es una relacion transitiva, va que si (a, b) e Ry
] (b, ¢) € R entonces (a, ¢) € R, en todos los casos. Esto se puede
® observar facilmente ya que Mg = Mg+ Mg%
. £ 2845 1 933 avki o Afoagd B
® il o st e butaiog 1| |11 0 01
° NiBelo 2alt 1500 fol D A1 0A sl =iclat 4050
[ ] ghior 010 p=r0r AR a0 g
. 4700 10l T i 0, 0110
® Bl e O Jss]==0 087 I= a0
° _
® S 2358 1 1253285 B lesde 845
Y iR iE 055021 las 1800 den]Ese 0 1
1: MR+MR2:211001+11'001=11001
b gs FOES OEEAR e b A el [ e O] ()
e Ab0 0 ol T Ol e 00 e el O ie =1 0
L] e B 0 TS 0 | 2 16300 941 B i =0 1
R J _
E ) Como se trata de una relacién de equivalencia, entonces sus clases de
i‘ equivalencia son las siguientes:
' [1] = {1, 2,5} Todos los elementos que estan relacionados
con 1.
P2l={1,2,5] Todos los elementos que estan relacionados
con 2.
[3]=1{3, 4}
[4]1=1{3. 4}
I6]={12:5}

Hay que observar que en ningun caso la clase de equivalencia es \iacia,
ya que la propiedad reflexiva hace que cuando menos contenga un ele-
mento (a € [a]).
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La particion es un conjunto de conjuntos en donde estan contenidos todos
los elementos de A, pero en donde la interseccién de esos conjuntos es
vacia. En este caso se tienen dos particiones:

A={[1], [31} = {[1], [41} = {[2], [31} = {[2], [4]} = {51, [3]} = {[5], [4]}
A={{1,2, 5}, {3, 4}}

Una caracteristica importante de las particiones es que el grafo de la re
cion R esta partido en subgrafos completos (de ahi el nombre de particio
En este caso estd partido en dos:

2 5

Las relaciones de equivalencia son importantes porgue es una propie
que deben tener las redes en el 4rea de computacién, en donde la com
tadora 1 de una red puede enviar informacién a la computadora 2, perm
ademas la computadora 2 puede enviar informacién o comunicarse con
computadora 1; ésta es la propiedad de simetria. Por otro lado, toda com

tadora tiene comunicacion consigo misma, con lo cual se cumple la propi
dad reflexiva. Asi como si existe un camino de comunicacién para ir de
a 2, (1, 2), y uno para ir de (2, 5), debe haber uno de (1, 5) con lo cual =
cumple la propiedad de transitividad.

Debido a que en las redes se tienen grafos completos, ya no se pone
flecha o direccién de relacién sino que se sustituyen por una arista s
cabeza de flecha. De esta forma la particién anterior se representa de &
siguiente manera:

-
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54.1 Cerraduras

0 todas las relaciones son de equivalencia, pero es posible hacer que
=ngan esta propiedad agregando los pares ordenados necesarios minimos
nata que sean reflexivas, simétricas y transitivas usando para ello las ce-
maduras. Los diferentes tipos de cerraduras que hay son los siguientes:

Cerradura reflexiva. En este caso se agrega ala relacion R la relacion
identidad para obtener una relacién que sea reflexiva (R u I). La rela-
cion identidad (I) es una matriz cuadrada cuyos elementos de la diago-
nal son Unicamente unos v los elementos restantes son ceros.

Cerradura simetrica. A la relacion R se le agrega la relacioén inversa
R™! para que la relacién resultante tenga la propiedad de simetria, esto
es, R U R! o usando matrices Mg U My

Cerradura transitiva. A la relacion R se agrega la matriz que resulta
de multiplicar la relacién por ella misma: Mg U Mg?.

Pero algunas veces no es suficiente con adicionar una sola vez Mg?, sino
1e requiere considerar a (Mg = Mg U Mg?), encontrar nuevamente Mg? y
=plicar otra vez la cerradura (Mg u Mg?) hasta que (Mg = Mg U Mg?). El
==todo se ilustra mas claramente por medio del siguiente algoritmo..

M,

v

M, UM

Mientras

Hacer

MR =M; U M;? M, (transitiva)

M, v M;?

239
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Ejemplo 6.9. Sean A=B=(1,2 3, 4,5 6/ yR={1,1), (L 4), (2 3),
(6, 1)}. :

a) Establecer siR es una relacién de equivalencia.

b) En caso de no ser relacion de equivalencia, aplicar las cerraduras
correspondientes para hacer que lo sea.

¢) Determinar las clases de equivalencia.
d) Determinar la particién, si la tiene.
e) Dibujar el grafo no dirigido de la relacién.

e

Solucién

a) No es una relacion de equivalencia ya que no es reflexiva, esto
€s, no cumple con la propiedad de que aRa Va e A; por ejemplo
(2, 2) ¢ R. Tampoco es simétrica, ya que no cumple con la condi-
cién de que si aRb entonces bRa; por ejemplo (2, 3) € R pero
(3, 2) ¢ R. No es transitiva, ya que no se cumple que si aRb y bRc
entonces aRc; por ejemplo (6, 1) € Ry (1, 4) € R pero (6,4) ¢ R.

b) Para hacer que sea reflexiva se le debe agregar la relacién iden-
tidad (I), y esto se consigue mediante la operacién (Mg U I).

1.2:-3. 4.5 6 1-2 3.4-5.86 1234586
Lrts050=1 700 R0 0010710 =00 15090
21001000 010000 (v B B0 e e
Mpul = 3|/000000(uU/001000[=(001000
4/0 00000 000100 001081020,
5(0 00000 DEOS0H0EER0 Q020 S0 R FE0
61 00800 00 -0 050 1 1. 000021

Con esta operacion R ya es reflexiva, puesto que cumple con la condicion
correspondiente. Para que esta misma relacion tenga la propiedad de si-
metria se toma el resultado como Mg y se le adiciona Mg

P8 s 6 1 oreea 5 80 {93466
G0 01 ocelefttan o0 1] (1009 0.1
2[01 1000 loloooo0l 011000
MpUMg™ = 3[0.01000|ulo11000l=l01100o0
40~001100f 1107040 0] {1001 0 0
50 00010l [000010| 000010
Bl 000 01| 0000 1 |1 00001
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Mg U Mg? y encontrar Mz? con esta nueva

N M LD ©

; Mﬁ'ul\ﬂn?

para nuestro caso) se debe seguir iterando. Considerar ahora la nueva

.VSi_g_u-ieﬁdo el algoritmo, mientras My # My U Mg? (cosa que es verdadera
matriz de la relacién como My

matriz como se muestra a continuacion:

(el Bl epille= o [l am il o)
OIS D C O )
o e U e Tl o B8 e
MO e O D
NOed © OO

O OO O
LG O el i
P O D O e
S I O NE
N O S )

e SR G e e

OO0 O

oo O Qo

SR e e Il e B
Mo ——ooo
NO OO

o I E O EE) S el

— N L0 ©

g -

Aplicar la cerradura nuevamente:

OO0
LMoo oo—o
et OO O
3011&00
N O A S0 o

e O D) e e

@i O DO

MO OO0 O

e R = ]

=t DS i

(O O O O
Lo O—O
SECH e e S et
MO O 00
NO—H O oo

et CONES el S O it

SN LD O

: MRUMRZ
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Como ya no se cumple que Mg # Mg U Mg? por lo tanto este 1ltimo resul-

tado, gue ahora es Mg, ya es transitivo.
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c) Larelacion resultante ya tiene la propiedad reflexiva, simétrica V-
transitiva, por lo que es una relacion de equivalencia y sus clases
de equivalencia son:

[1] =11, 4, 6}

(2] =12, 3} oo
Bl=23 o
[4]=1{1, 4, 6)

[5] = {5}

[6] = {1, 4, 6}

d) Su particion esté integrada por las clases de equivalencia [1], [2]
v [5], va que ellas contienen todos los elementos del conjunto
Ay la interseccion entre esas clases de equivalencia es vacia.

A={[1]. [2], [5]} = {{1, 4, 6}, {2, 3}, {5}}
e) Elgrafono dirigido de esta relacion de equivalencia esta dividido

en tres partes, cada una de las cuales corresponde a una clase de
equivalencia que integra la particion. -

6.5 Operaciones e.;”itﬁ'e relaciones i

Asi como se pueden realizar operaciones con niimeros también es posible
realizar operaciones entre relaciones. Las operaciones que se pueden llev
a cabo con relaciones son: union, interseccion, complemento, composicié
e inversa de una relacién. Estas operaciones se pueden hacer usando ma-
trices o bien con conjuntos.

e ComplementodeR. Seindicacomo R’y contiene todos aquellos par
ordenados que no forman parte de la relacion R. Este conjunto incluy
a todos los pares ordenados que estan en el producto cartesiano A x
ALFAOMEGA :
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pero que no se encuentran en R. Cuando el complemento se obtiene
por medio de matrices, se deben cambiar todos los unos por ceros y los
Ceros por unos.

Interseccién. Sean R v S relaciones de un conjunto A en B, entonces
se puede obtener R n S. En términos de relaciones se puede ver que si
a(R n S)b, entonces aRb y aSh. Si se toma a las relaciones como con-
juntos, se sabe que la interseccién de dos relaciones contiene a todos
los pares ordenados comunes a las relaciones R y S. Sila manipulacion
es por medio de matrices, Mg~g es el resultado de multiplicar elemento
por elemento las matrices booleanas de R y S.

Unién. La unién de dos relaciones (R u S) significa que aRb o bien
aSh. Los elementos que estan en la unién de dos relaciones son todos
los pares ordenados que estan en R, que estan en S, o que estan en
ambos. Por medio de matrices se lleva a cabo una suma de matrices
booleanas entre My y Mg para obtener Mg s.

Inversa. También es posible obtener la inversa R~ de una relacién R.
Cuando se trabaja con conjuntos se intercambia la posicién de a y b,
esto implica que si (a, b) € R entonces (b, a) € R En €l caso de matri-
ces, la inversa de My es My ! que se puede obtener intercambiando
filas por columnas en la matriz Mg.

Composicién. La composicion de relaciones Ry S (R ° S) equivale a la
propiedad transitiva, esto significa que si(a, b) € Ry (b, ¢) € §, entonces
(a, c) € (R °S). También es posible obtener la composicion de dos rela-
ciones por medio de una multiplicacion booleana de las matrices de las
relaciones R ° S = Mg.g = Mz © Ms.

Ejemplo 6.10. Sean los conjuntos A=B=C=D={1, 2, 3, 4} y las rela-
cionesR: A > B,S: B> C, T: C > D, tales que

- R={(1,1),(1,3),(1,4), (2, 1), (2,2),(2,4), (3, 2), (3,3), (4 1), (4 3), (4 4)}
S={(1,2), (1, 3). (2,3),(2,4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 2), (4 3)}
T={(1,3),(1,4), (2.1),(2,3), (2,9, (3, 1), (3, 2), (4 2)}

Determinar (S n R) ° (T u R’) por medio de conjuntos y verificar el resul-
tado usando matrices booleanas.

Solucién

Usando conjuntos se tiene que

ST={(1,3), (2, 1), (2,3), (2, 4), (3,1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 2}}
B R {(1| 3)! (Zr 1): (Za 4)’ (31 Z)v (3- 3)}
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Por otro lado, se sabe que €l producto cartesiano A x B contiene todos los
pares ordenados que resultan de relacionar todos los elementos del con-
junto A con todos los elementos del conjunto B:

B ={(1, ) (1,2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2),
| ' (3,3), (3, 4), (4. 1), (4, 2), (4 3), (4, 4)

Tomando como referencia A x B se tiene que:

(ST NRY={(1,1),(1,2), (1,4), (2,2), (2. 3), (3, 1), (3, 4), (4, 1), (4, 2),
(4, 3), (4, 4)}

=11,2),(2,3),(3,1).(3,49), 4,2) .
(TUR')-_{(l 2),(1,3),(1,4),(2,1), (2,3), (2, 4), (3, 1), 3, 2), (3, 4), (4, 2)}

Para obtener la composicién cuando se utﬂlzan conjuntos se deben deter-
minar todos los pares ordenados que se forman al combinar (a, b) con
(b, c) para obtener (a, c):

(1 2520 —%12)
(1,2),(2,4)=(1,4)
(2,36 1) =12 1)
(3,1),(1,4) = (3,4
(1) Gl 8) — i)
(1,4), (4,2)=(1,2)
(2,31:(8,2) =2, 2)
(3,4),(4,2)= (3, 2)
(1, 1), (1, 4) = (1, 4)
(220251 =21 (21
| (2,3),(3,4) = (2, 4)
(4, 1),(1,2) = (4, 2)
6, 25 12 1= (1)
(2,2), (2,8) =>(2..3)
3. 1), 11,2y =123 .2)
(4,1), (1,3)= (4, 3)
(1,2),12,08) = {1:8)
(2,2),(2,4) = (2,4
(3, 1) 3) =2 3)
(4,1),(1,4) = (4, 9
4,2). @, 1) =14 1)
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(4, 2), (2, 4) = (4,4)
(4,3). (3. 2)= (4, 2)
4, 4), (4,2) = (4, 2)
4,2), (2,3) = (4, 3)
4,3),(3,1) = (4, 1)
4, 3), (3, 4) = (4, 4)

~ Después de tomar el primer par de (SR yelotrode (T UR'), y dellevar
a cabo todas las combinaciones, se obtuvo como resultado de la composicién
el siguiente conjunto:

(ST ARy ° (TUR) ={(1,1), (1,2), (1, 3), (1,4), (2, 1), (2, -2).“(2, 3),(2,4). (3,2),
(3! 3)1 (31 4)! (41 1): (42 2)! (4| 3)! (4= 4)] 3

Usando matrices se tiene lo siguiente.

Para verificar dicho resultado por medio de matrices, es necesario obtener
las matrices de las relaciones R, 5y T:

£

{0 %sea {4

rloe- 1 rlo s o

Wi gl 0 M= o0 1o
3l 11 0 31111 0
e 4f01 1.4

e et o ke

1]/e. 01 1 1lo0 010

Mo e Talat Michsrear 5 022
311 100 sl 119
4|01 00 40 1 00
VR e i o s s I Rl
NeLlo=d0 1 e s D0
S e

01 B0 el 0 k-0 00D
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£ 01 01T 00
Mal e 0T 10 Mgp= 0 0 1 0
17 0030 1 0.0 1
T 0100
0 St
M(TUR’]=1011
gD
D100
el S T SR
Mis mayeromy= |0 1 1 0(@[1 0 1 1]=1 1 1
10 05 R L
|1111 e e S e

1
1
1
1

Hay que observar que los resultados obtenidos son los mismos, tanto me-

diante conjuntos como por matrices.

£

6.6 Propiedades de las relaciones

Sean los conjuntos A, B, C y D, y las relaciones R: A - B, S: B — eF
C — D. Entonces se pueden establecer las siguientes propiedades:

SiRcS, entonces RS

SiRc S, entonces R’ c §'.
e BRnS!'=R'nSL
e RuUS)'=R1uS

o SiR esreflexiva, también lo es R~.

o R esreflexiva siy sélo si R’ es irreflexiva.

e SiRy 5 son reflexivas, entonces tambiénloson RN SyRuUS.

e R essimétricasiysélosiR=R".
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R es simétricasiysélosiRNR=@ cuandoR# A x B.
Si R es simétrica, también lo son R’ y R™%.

SiR y S son simétricas, tambiénlosonRnSyR U S.

R es antisimétrica siy sélosi RN R?Y) cL
(R°S)°T=R°(S°T).

(R°Sy'=S1°R", '

(SUT)°R=(S°R)U(T°R).

2unque se puede verificar que cada una de estas propiedades es valida
~=ra relaciones particulares, es recomendable plantear una demostracion
srmal para establecer la validez general de éstas.

Ejemplo 6.11. Sean los conjuntos A=B=C =D y las relaciones R: A — B,
SSB GG D

ERE R N R R N RN RN

a) Demostrar que (RN S)'=R1n S i
b) Demostrar que (SUT)°R=(S°R) U (T °R).

Solucion a

Si(a,b) e Ry (a, b) e S entonces (a, b) e (RN S) y por tanto (b, a) e (RN S)™.

Por otro lado, como (a, b) € R entonces (b, a) € Rl Como (a, b) € S, enton-
ces (b, a) e S

Si(b,a)e Ry (b, a) e S, entonces (b, a) e (R"! nS7Y).
Se concluye que (RN S)1=R!'n S
Solucion b

Si(a,b) e So(a, b) e T, entonces (a, b) € (Sw T). Si ademas (b, ¢) € R, en- ‘
tonces (a, c) € ((S w T)°R).

Por otro lado, como (g, b) € Sy (b, ¢) € R entonces (3, ¢) € (S °R).

Como (a, b) e Ty (b, c) € R, entonces (a, ¢) € (T ° R) y por lo tanto (a, c) €
(S°R) U (T °R). :

Se concluye que (SUT)°R=(S°R) U (T °R).
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6.7 Aplicaciones de las relaciones -4

Como ya se menciond, las relaciones tienen muchas aplicaciones y e

particular las que se presentan a continuacion en el 4rea de Ia computa-
cién.

6.7.1 Una lista enlazada es una relacién

Sea A un vector de dimensién N que contiene nombres de personas, los
cuales fueron colocados de acuerdo con el orden en que llegan, y sea P ofr
vector de las mismas dimensiones para guardar la direccién del siguients
nombre. Ademds se considera una variable X que guarda la posicion e
donde inicia la tabla de nombres.

a) Sielorden en que llegan los nombres es “Maria”, “Juan”, “Ana
“Pedro”, “Jaime", scudl es el valor de la variable X vy coémo que
darian los vectores A y P?

b) ¢Cual es el grafo dirigido de la relacién formada por los arregle
A, Py la variable X?

¢) Supdngase que se dan de alta los nombres “Benito” y “Luis™j
se da de baja a “Juan”. ;Cémo quedaria la informacién en Ic
arreglos y cual es el grafo dirigido?

Solucién de (a)

Considérese que la variable que indica el inicio de la lista es X = * vV qu
los arreglos A y P estan vacios, como se muestra en la siguiente tabla:

X =* (* significa fin de lista)

A P

O B W N R
Ol B W N e
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l=gar el primer nombre los arreglos quedan de la siguiente manera:

xX=1

Maria

[& 2 I~ I o I
oA W N =

N N

 wariable X = 1 indica que el primer nombre de la lista esta en la posicion
3=l arreglo A. El * en P indica que ya no hay mas nombres y ahi termina

X=i2

A P
1 | Maria T=*
2 | Juan 2. 1
3 3
4 4
5 5
N N

“omo el nombre de Juan se coloca alfabéticamente antes que Maria, aho-
= la variable que indica el inicio de la lista apunta a la posicién de ese
smbre X = 2. En esa misma posicion pero para el arreglo P, se coloca el
mero 1 que indica que la posicién del siguiente nombre a recorrer esta
la posicién nimero'1 del arreglo A v el * en P significa que ahi termina
= lista.

21 agregar los nombres de Ana, Pedro y Jaime, los arreglos quedan como
2 muestra a continuacién:

249
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N=3 3
A P

1| Maria 3 5 I

2 | Juan 21 1

3| Ana 3| b

4 | Pedro 4|~ ¥

5 | Jaime 5 2

N N

Hay que observar que al colocar la informacién de esta forma €s po
recorrerla en orden alfabético, permitiendo con ello un acceso mas 1api
El primer nombre esta en la posicién 3, como lo indica la variable X, el
sigue estd en la posicion 5, como lo indica el arreglo P, el que le sigue en!
posicioén 2, y asi sucesivamente hasta llegar al fin de lista indicado por 8

En el contexto de “Estructura de datos” esta forma de arreglar la info
cion se conoce como lista enlazada y es utilizada en el &mbito de 1a comp
tacion con la finalidad de acomodar la informacién de forma que cuando
busque algo se encuentre de manera eficiente. Por ejemplo, si se busca
nombre Jaime se encontraria en el segundo paso ya que esta inmedi
mente después de Ana y no es necesario recorrer toda la lista. Si se
cara un nombre que no existe en el arreglo, como por ejemplo Carlos, v
se hiciera un programa que ademas de recorrer la informacién comparas
alfabéticamente los nombres, en el segundo paso mandaria el mensaje

que “Carlos no estd en la lista”.

Esta lista enlazada también es una relacién en la que los nodos son :
nombres de las personas, y la flecha que relaciona los nodos es la info
cion del arreglo P. Ademas de que se indica en dénde comienza el reco
do de la informacion.

Solucion de (b)

Grafo dirigido
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Solucién de (c)

1 =spués de dar de alta los nombres Benito y Luis, y de baja el de Juan,
arreglos quedan de la siguiente manera:

X=3

A

Maria
Juan
Ana
Pedro
Jaime
Benito
Luis

* | | =[O

N o O e W e
N Oy O e W N e

= O

N N

7-. 1a tabla anterior se observa que cada vez gue se da de alta un nuevo
ombre, se llevan a cabo los ajustes en los apuntadores, y cuando se da
3= baja alguna persona simplemente se realiza la desconexion como ocu-
= con el caso del nombre Juan.

“or otro lado, el grafo queda de la siguiente manera:

Grafo dirigido

251
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En este grafo dirigido se puede observar que el nodo Juan, al descone
lo, ya no tiene ninguna flecha que apunte hacia él, y aunque él tiene
flecha que apunta a Maria ésta ya no importa ya que con ella no surt
ningun efecto. En computacion, para no desperdiciar espacio en memoriz
se puede guardar una lista de espacios disponibles y se pueden volver :
ocupar cuando se necesiten, de forma que al lugar donde esta Juan se k=
pondria una marca y posteriormente se usaria ese lugar para guardar otz
nombre que se quisiera dar de alta. e

Lo importante en este caso es observar que una lista enlazada €s una r=
lacion. Pero aunque en los nodos solamente se representa un dato, reak
mente puede ser el registro de un archivo o bien una fila de una tabla ==
donde no solamente se tenga el nombre de la bersona, sino otros daic

como edad, salario, antigiiedad ¥ Duesto, enire otros. De esta forma,

llegar al nombre de una persona, se puede acceder también a la informaci
restante.

Ejemplo 6.12. Colocar en un arreglo A los nombres de las personas con
sus respectivas edades, y en otro arreglo P los apuntadores correspondien-
tes para recorrer dicha informacién alfabéticamente o por edades (en orden
ascendente) si el orden en que llegan es el siguiente: Mario, 50; Alfonso,
25; Paola, 17; Carlos, 20: Francisco, 18; Carmen, 14. Usar como variables
para inicio del recorrido a X para nombres, y a Y para edades.

) WA=
A P
1 | Mario 50 HIE=3 E
2 | Alfonso 25 e 1
3 | Paola 17 3 [ H
4 | Carlos 20 4| 6 2
5 | Francisco - 18 hYSe 4
6 | Carmen 14 6 5 3
N ; N

Observar como en este caso la informacion se puede recorrer alfabética-
mente, de acuerdo con los nombres Y por edades. Esta forma de arreglar
la informacién es una lista doblemente enlazada y también es una estruc-
tura de datos, asi como también lo son las pilas y colas, mismas que se
estudian en “Estructura de datos”. :
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( Mario, 50

——
e
——

X
— (_ Alfonso, 25
A

Carlos, 20

Grafo dirigido

En la figura, las flechas con lineas punteadas muestran el recorrido de
la informacién para la edad y las flechas con lineas continuas para el
nombre.

2 Las relaciones en las bases de datos

archivo en una base de datos también es una relacion, y es posible
=var a cabo operaciones entre archivos aplicando las operaciones de re-
wones. De hecho la aplicacion de las relaciones en las bases de datos es
=uy comin y asi lo muestran los diferentes manejadores de bases de datos
=e existen en el mercado, los cuales tratan la informacién usando el alge-
= relacional, esto es, las operaciones entre relaciones: union, interseccion,
smplementacion, multiplicaciéon booleana e inversa.

' |r1'-' w

a Ejemplo 6.13. Sean los archivos (relaciones) A y B que se indican a
i. continuacién:
. Archivo A Archivo B
% Reg. | Nombre | Puesto Salario | Antigiiedad | | Reg. | Nombre Puesto H.
Semanales
» 1 |Juan Supervisor 4 000 5 1| Juan Supervisor 40
: 2 |Lorena |Secretaria 3 000 2 2 |Lorena | Secretaria 40
."| 3 |Jaime Obrero 1 800 7 3 | Jaime Obrero 40
& 4 |Alicia |Gerente 8000 3 4| Alicia | Gerente 40
' 5 |Alfredo | Obrero 2100 9 5 | Alfredo | Obrero 40
6 | Carlos Supervisor 4 800 6 6 | Carlos Supervisor 40
7 | Alberto |Supervisor 2 400 2 7 | Alberto | Supervisor 40
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Determinar

a) Unarelacién que contenga los campos Nombre, Puesto, H. Extras
y Antigiiedad, en este orden, para los trabajadores cuyo puesto
sea “Supervisor” y que tengan una “ antigiiedad” mayor de 5
anos.

b) Una relacién que contenga los campos Puesto, H. Extras yNom
bre, solamente para los trabajadores que hayan trabajado horas
extras o bien su puesto sea “Gerente”.

Solucion

a) Supdngase que se coloca un 1 en las celdas que cumplan con la
condicion Puesto = “Supervisor” y “Antigiiedad” > 5 yun0en
las demas celdas. :

Archivo A Archivo B

Reg.

Nombre | Puesto | Salario | Antigiiedad Reg. | Nombre | Puesto

H H.
Semanales Extras

0 0

N O W N

O Dl o lollica | e

RIS O | O|lo ]S |-
(o= e 18 e ) e} e o W ] |
Olr |- io|lr|lo|=
N oW N e
(=) (i ) e W e | Wi e
{==H )| e (i il )

{<Polid M o= T Bl (e i | oo W [l oo

| [ [ i I o 3 | W e W 75

Posteriormente se realiza una unién entre estas dos relaciones.

AUB
Reg. | Nombre | Puesto | Salario | Antigiiedad | H. Semanales | H. Extras
1 0 1 0 il 0 0
i 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0
& 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 il 0 0
6 0 il 0 1 0 0
7 0 il 0 0 0 0

Al llevar a cabo la interseccién (Puesto = “Supervisor”) n (Antigiiedad >
5) se obtiene la siguiente relacién con los campos que se indican y en el
orden en que se solicitan:
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Archivo C
Reg. | Nombre | Puesto | H. Extras Antigiiedad
1 0 1 0 1
2 0 —1 0 1
Obsérvese como el nimero de Tegistro no se conserva, ya que se trata de SR

una relacién nueva. Finalmente se sustituyen los ceros y unos por la infor-
macién que corresponde para obtener la siguiente relacion:

Archivo C
Reg. | Nombre| Puesto | H. Extras | Antigiiedad
1 Juan Supervisor 0 B
2 Carlos | Supervisor 6 : 6 .

Notese como las operaciones se llevan a cabo en algebra booleana y se
pueden obtener relaciones de diferentes dimensiones con los campos en
el orden deseado.

b) (H. Extras > 0) U (Puesto = “Gerente”). Colocandoun 1 en las
celdas en donde se cumpla la condicién y un 0 en donde no sea
verdadera se tienen las siguientes relaciones:

»
®
*
.
L
s
B
°
.
.
.
.
<
+
.
.
-
»
-
-
.
.
=

Archivo A Archivo B
Reg. | Nombre | Puesto | Salario | Antigiiedad | | Reg. Nombre | Puesto Sem:mles H. Extras
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 2 0 0 0 0
3 0 0 0 0 3 0 0 0 1
- 4 0 1 0 g 4 0 1 0 0
Bl 0 L 0 5 0 0 0 1
6 0 0 0 “0 6 0 0 0 1
7 0 0 0 0 7 0 0 0 1

. .";!‘ r‘_n.; 'IHI
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Realizando la unién entre las dos relaciones se obtiene:

AUB
Reg. | Nombre | Puesto | Salario Antigiiedad | H. Semanales | H. Extras
1 0 0 0 0 i 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 1
4 0 1 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 il
6 0 0 0 0: 0 1
7 0 0 0 0 0 1

Tomando solamente los campos solicitados (Puesto, H. Extras, Nombre)
en el orden indicado, se tiene la siguiente relacién:

Reg. | Puesto | H. Extras | Nombre
1 0 1 0
2 1 e
3 0 1 0
4 0 1 0
5 0 1 0

Finalmente se coloca la informacién correspondiente en cada una de las
celdas para obtener:

Reg. Puesto H. Extras | Nombre
it Obrero 12 Jaime
2 Gerente 0 Alicia
3 Obrero 3 Alfredo
4 Supervisor 6 Carlos
5 Supervisor 4 Alberto

Es importante mencionar que la colocacién de los campos, asi como las

dimensiones del archivo resultante se obtienen con rutinas propias de los

manejadores de bases de datos, pero lo que aqui interesa mostrar es que

las operaciones entre relaciones son fundamentales en el campo de bases
~ de datos.
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5.8 Funciones

os lenguajes de programacion tradicionales se fundamentan en el con-
=nto de funcién, v lo mismo ocurre en el caso de los visuales ya que por
=emplo para dibujar una ventana es necesario proporcionar los parametros
—= 1o son otra cosa mas que las propiedades del dibujo que al final se
sene como resultado. Ademas de las funciones comunes (seno, coseno,
=iz cuadrada, logaritmo natural, valor absoluto, etc.), los lenguajes de
oaramacion permiten disefiar funciones que pueden servir para realizar
sraciones mas complejas, v que se pueden usar en otros programas.

Definicién. Una funcién f es una relacion que asigna a cada ele-
mento x de un conjunto A un unico elemento b de un conjunto B.
Sean A v B conjuntos no vacios. Una funcion f de A en B se escribe

como

i:A—>B

2= puede decir que todas las funciones son relaciones, pero no todas las
Jaciones son funciones. Para que una relacion sea considerada como una
cién, debera cumplir con las siguientes condiciones:

1) ElDom(f) = A. Esto es, el conjunto de los primeros elementos de
todos los pares ordenados de la relacién es el dominio de la funcion

y también es igual al conjunto A.

2) Sihay dos pares ordenados (a, b) v (a, ¢) que pertenecen a f, en-
tonces b = c. Esto significa que cada elemento del dominio debe-
ré estar relacionado sélo con un elemento del codominio.

Ejemplo 6.14. Seanlos conjuntos A={1,2,3,4yB={a b, c} Detérmi-
nar si las siguientes relaciones son funciones:

a) R={(1,b), (2. ¢). (3, a), (4 b)}

b) R={(1,a), (2, ¢} (1,b), (3,), (4 C)}
¢) R={(1,¢), (2, ¢), (3 0) (4 c)

d) R={(1, D), (2, ¢) (4 a)}

Solucion

a) Si es una funcioén, ya que cumple con las dos propiedades de la
definicion.

cee e
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b) No es una funcién, ya que no satisface la segunda condicion.

¢) Sies una funcién ya que satisface las condiciones de la definicion

d) No es una funcién, ya que Dom(f) = A.

VI. RELACIONES

Especificamente, existen al menos dos pares ordenados (1, a) y
(1, b), cuyo primer elemento es 1 yaz#b.

planteada.

La propiedad 2 de la definicién de funcién afirma quesi(a, b) e f, entonces

b esta determinada de manera tnica por a. Por lo tanto, se puede escri-
bir:

b =1(a)

Esto significa que b est4 en funcién de a. También se dice que a es l2
variable independiente y b la variable dependiente. En computacién al
elemento a se le llama argumento de la funcién v a b se le llama valor de

la funcion para el argumento a. A b también se le llama imagen de a bajo
f, lo cual se ilustra en la siguiente figura:

Imagen de
una funcién

A B

De esta forma, dados un valor del parametro o variable independiente ¥
la funcion, es posible determinar el valor de la variable dependiente. Por
ejemplo, en la expresién y = cos(x) se tiene que la variable independiente
0 pardmetro es x, la funcién es cos v la variable dependiente es y. En el
caso de y = x*+ 3x — 1 la variable independiente es %, la funcién es x%+ 3z
-1y la variable dependiente es y. En general los lenguajes de programa-
cién permiten crear esta funcién de la siguiente manera:

Funcion trinomio (x: real): real:
inicio
trinomio: =x*x+3*x—1;
fin.
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este caso el nombre de la funcién es “trinomio”, el parametro x que se
scuentra dentro del paréntesis se define como del tipo real y el valor ob-
mido de la funcién también es del tipo real. De esta manera, cuando se
=ma a la funcién y = trinomio (0.8) esto significa que el programa va a
gicular v = (0.8)2 + 3(0.8) - 1.

== funcién puede estar definida para dos o mas parametros o variables
wi=pendientes, ademas de incluir la condicion de que para éstos siempre
= obtenga como resultado un solo valor. Un ejemplo de funcién de dos
=riables independientes a partir de las cuales se obtiene un solo valor es
funcién v = mod(a,b) cuyo valor es el resto que se obtiene al dividir a
zre b, de forma que en particular para el caso y = mod(14, 3) se obtiene
alor 2, que es el resto de dividir 14 entre 3. Otro ejemplo es el de la
~cion para obtener el mayor de dos numeros enteros:

L

}.otoooo.

Funcion mayor (a, b: entero): entero;
inicio

sia > b entonces

mayor = a

sino

mayor = b;

fin.

2 =ste caso la funcién “mayor” recibe dos numeros enteros, a y b, y ob-
=e como resultado el mayor de ellos de forma que en el caso de y =
o1(5, 3) se obtieney=5. -

w0 que el objetivo es exponer las funciones desde un punto de vista
meral, éstas se denotaran como f, g, h, etcétera.

—o las funciones son relaciones, es posible representarlas de diferentes
meras: como conjuntos, matrices, ecuaciones, algoritmos y graficas.

Ejemplo 6.15. Determinar cuales de las siguientes gréaficas corresponden
a una funcion y cuales a una relacion. En todos los casos se tiene que A es
el conjunto de los nimeros reales.
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I y = sen x

ol 4

y=x*-1
e : 4

SO ey b

Las primeras cinco graficas corresponden a una funcién ya que cumplen

: con las dos condiciones de la definicién, sin embargo la sexta grafica no
es la de una funcién ya que de su expresion matematica se ve que a un
mismo valor de x le corresponden dos de y, por ejemplo f(4) =f(—4) =0, por
lo que no cumple con la segunda condicién de la definicién de funcién.
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Un criterio que se utiliza para determinar si una grafica es una funcion
consiste en trazar una recta perpendicular al eje de las abscisas en cualquier
parte de éste y ver cuantos puntos de la grafica intersecta la recta; si sélo
intersecta un punto entonces la grafica corresponde a una funcioén, y si en
alguna parte intersecta mas de un punto entonces la grafica no correspon-
de a una funcion. En las siguientes dos graficas se ilustra la aplicacion de
‘este criterio.

ah 4

N ¢

\

La primera grafica corresponde a una funcioén, mientras que la segunda
no. b

8.1 Composicion de funciones

Sif: A > Byg: B— Cson funciones, entonces la combinacién g o f llama-
22 composicion también es una funcion. En la siguiente figura se ilustra el
oncepto de composicion de funciones. :

¢ =g(b) = (g - f)(a)
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Hay que observar que (a, c) € (g ° f) si y solo si (a,b) e £y (b, ¢c) e gparz
alguna b € B, de forma que

c=g(b)=g(f(a)) = (g ° f)(a)

La composicion de funciones es de gran utilidad en el campo de la comp
tacion, ya que permite la aplicacién de varias funciones en una mismalines
de codigo, dando por resultado programas mas compactos. Como ejem :
plo de esto considérese la siguiente linea de codigo: S

w: = abs (sqrt (cos (x - 3 * y)))

Se observa que esta instruccién contiene la aplicacion de tres funciones.
coseno (cos), raiz cuadrada (sqrt) y valor absoluto (abs), de forma que al
resultado obtenido al aplicar la funcién cos se le aplica la funcién sqrt y a
este resultado la funcion abs. '

De otra manera se deberia de tener una linea de codigo para cada una de
las funciones, haciendo con esto programas mas voluminosos y algunas
veces mas complejos. Todas las funciones tienen un nombre seguido de
argumentos de la funcién encerrados entre paréntesis: en este caso
(x -3 *y) es el argumento de la funcién €08, cos(x — 3 * y) es el argumento
de la funcion sqrt y sqrt(cos(x — 3 * y)) es el argumento de la funcioén abs.

Ejemplo 6.16. Sean A =B =C =R y las funciones f: A — B,g:B—>C
definidas respectivamente por f(a) =a? - 1, g(b) =b + 2. Entonces:

a) (g°1)(3)=g(f(3)) =g(3°-1)=g(8) =8+ 2= 10

b) (fog)(-1) =f(g(-1)) =f(-1+2) =£(1) = (1= 1) =0

€) (gef)(x-1)=g(f(x-1))=g(x*-2x)=x2-2x + 2

d) (g°g°f)(1) =g(g(f(1) = g(g(1® - 1)) = g(g(0)) = g(2) = 4

En este ejemplo se observa que las funciones compuestas se evaluan de
dentro hacia fuera.

6.8.2 Tipos de funciones

Una funcién f: A — B se llama uno a uno (o inyectiva) si a cada elemento
distinto del conjunto A le corresponde un elemento distinto del conjunto
B, esto es, para todo a, a’ € A si f(a) = f(a’) implica quea=a’.
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Una funcién f: A — B se llama sobre (0 suprayectiva) si el conjunto de los
==gundos elementos de los pares ordenados de la funcion es igual al con-
wunto B, dicho de otra forma, es sobre si Cod(f) = B.

Cuando una funcién es uno a uno y sobre (o biyectiva), se dice que f tiene
uma correspondencia uno a uno.

263
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Ejemplo 6.17. Enla siguiente figura se ilustran los conceptos de funcion
inyectiva, suprayectiva y biyectiva.

Considerese que los puntos de la izquierda son los elementos del conjunto
A, que los puntos de la derecha son los elementos del conjunto B, y que la
relacion entre ambos conjuntos es la indicada por las ﬂec_has.

@
, ®
@
@
@
.\‘ @
@
Funcion Funcion Funcion
inyectiva suprayectiva biyectiva

En esta figura hay que observar que todos los elementos del conjunto A
estan relacionados en todos los casos que se muestran, independientemen-
te del tipo de funcion de que se trate; si no fuera de esta manera no se
trataria de funciones ya que no se estaria cumpliendo la primera condicion
de la definicidén de funciones.

En relacién con el tipo de funciones en esta figura hay que observar que
en la funcién inyectiva cada elemento del conjunto A esta relacionado soélo
con un elemento del conjunto B; en el caso de la funcién suprayectiva se
tiene que todos los elementos del conjunto B estan relacionados con un
elemento del conjunto A y por esta razon se considera sobre, sin embargo,
esta misma funcion no es inyectiva porque uno de sus elementos no es
imagen de un solo elemento de A. Por ultimo, en la funcién biyectiva se
cumple con la condicion de ser inyectiva y suprayectiva a la vez.
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Ejemplo 6.18. En cada inciso determinar sila funcion dada es inyecti-
va, suprayectiva o biyectiva:

a) A={a, b, c d
— 23]
= {(a, 2): (bl 3)! (C= 2), (d! 1)}
b).A={1,2,3 4 51=B
f={(1, 3), (2, 5), (4, 3), (3, B), (5, 1)}
¢) A=B=R. AquiR es el conjunto de los numeros reales.
f(a) = al ,
d) A=B=1{1,2 3,45y sea f={(1, 2), (2, 5), (3, 1), (4, 4), (5, 3)}.

Solucion de (a)

« No es inyectiva ya que no se cumple que para a # a, entonces f(a)
= f(a’). Ejemplos de esto son los pares ordenados (a, 2) ¥ (c, 2).

o Sies suprayectiva ya que Cod(f) =B ={1, 2, 3}.
¢ No es biyectiva porque deberia ser inyectiva y suprayectiva a la vez.

Solucion de (b)

o No es inyectiva ya que no se cumple que para a # a’ debe ser
f(a) # f(a'), como lo muestran los pares (1, 3) y (4, 3).

o No es suprayectiva ya que Cod(f) # B. Faltan los elementos 2 y 4.
o Obviamente tampoco es biyectiva.

Solucion de (c)

e No es inyectiva ya que por ejemplo paraa=-1.7ya’=1.7 se
tiene que f(a) = f(a’) y por lo tanto no se cumple que para a # a’
debe ser f(a) = f(a’).

o No es suprayectiva ya que cod(f) # B. Faltan los negativos en el
codominio.

e No es biyectiva.
Solucion de (d)

« Es inyectiva ya que cada elemento del dominio tiene exclusiva-
mente una imagen del codominio.

o Es suprayectiva, ya que Cod(f) = B.

e Como es inyectiva y suprayectiva a la vez, por lo tanto tambien
es biyectiva.
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6.8.3 Funciones invertibles

Una funcién f: A — B es invertible si su relacién inversa f ! es una funcién.
Especificamente:

a) ! es una funcién si y sélo si f es inyectiva y suprayectiva, es
decir, es una biyeccion. '

b) Si el inciso (a) se cumple, entonces la funcion f! también es una
funcién biyectiva y (f1) ' = 1.

Ejemplo 6.19. Seaf: A > B con A ={1, 2, 3} v B = {rojo, verde, azul}.
Entonces f = {(1, verde), (2, azul), (3, rojo)}. Obtener L.
Solucion

Como la funcioén es inyectiva y suprayectiva, entonces es biyectiva y se
puede obtener su inversa: :
! ={(verde, 1), (azul, 2), (rojo, 3)}

Como se ve, esta funcién £ ! también es biyectiva. "

Ejemplo 6.20. Sean A =B =Ry f(a) = a® + 2. Obtener la inversa de la
funcién.

Solucion

Lo primero que hay que hacer es determinar si la funcion dada es biyecti-
va y para esto se observa su grafica.
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A partir de la grafica se ve que se trata de una funcién inyectiva, ya que
a cada valor x € R le corresponde un tinico valor de y € R. También se ve
que es suprayectiva, ya que Cod(f) = B = R. Por lo tanto se trata de una
funcién biyectiva e invertible, y su expresion es el resultado de despejar
la variable independiente en la funcion inicial:

fla)=a’+2 A
b=a%+2 '
a=(b-2)18

£(a) = f(b) = (b~ 2)**

Sea A =B =Ry sea la funcién y = x sen(x) cuya grafica es la siguiente:

LY

—n/2 /2

A partir de la grafica se puede observar que y = X sen(x) no es inyecti
yva que para infinidad de valores x € R se tiene que y = 0. Por otro lado, |
funcion es suprayectiva ya que aunque en la grafica no se observa
claridad, la altura de la onda se hace cada vez mayor a medida
aumenta el valor de x. Por lo tanto, se trata de una funcién que no es
vertible, ya que no es biyectiva.

En general ninguna de las funciones trigonomeétricas definidas en el ca
junto de los nimeros reales es biyectiva, y por lo tanto ninguna es in
tible. Un ejemplo de esto es la funcion f(x) = sen(x) en la cual existe
infinidad de puntos en donde el valor de la funcion es el mismo, razén
la cual no es inyectiva ni invertible. Sin embargo, restringiendo el domi
al intervalo entre —n/2 y ©/2 resulta que la funcién es inyectiva y por t
se puede obtener su inversa que es:

fYx) = f(y) = arc sen(y)
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tanto, para determinar si una funcion es invertible se debe tener pre-
s=te su dominio y codominio.

Aplicacion de las funciones

=da uno delos lenguajes conocidos como Java, C++, Pascal y Basic, tienen
iones integradas al lenguaje como sin(x), abs(x), sart(x), mod(x, v) ¥
=0(x), entre otras. Ademas, en cada uno de los lenguajes es posible crear
gmciones con caracteristicas especiales que las funciones estandar no
=nen, pero que se consideran necesarias ya sea porque se usai con mu-
== frecuencia, por que permiten dar claridad al codigo o porque hacen
=5 compactos los programas. Por ejemplo, si las funciones y = x° -1, po-
-~ia = 3° se usan frecuentemente en un programa, se pueden crear de la

aguiente manera:

Funcién y(x: real): real Funcién potencia(a, b: entero): entero

Inicio Inicio
Y= xA3 =1 potencia: = anb
Tetornar y retornar potencia
fin fin

-~ vez creadas las funciones, simplemente se les pasa el valor o valores
medio de los parametros que estan entre paréntesis y de esa manera

. obtiene el resultado. Por ejemplo:

Imprimir y(2) El resultado que imprime es 7(2° - 1)
r: = potencia(2, 3) Fl resultado obtenido es r = 8(2%)

g-unos lenguajes usan la palabra “Funcion” y otros no, pero a todas las
ones se les da un nombre (en los casos anteriores €s yy potencia), ya
2= el nombre de la funcién actua como variable en la cual se almacena el
—1:ado de la funcién. Deben declararse los parametros que se encuentran
2iro del paréntesis (x, a, b) como algun tipo de dato que maneje el len-
w=ie (entero, real, cadena, caracter, flotante, etc.), asi como el tipo de dato

& 12 propia funcion.

~ndo se llama la funcién se invoca por su nombre y se envia el valor del
metro (0 parametros) entre paréntesis, cuidando que los valores en-
=d0s coincidan con el tipo y numero de datos de los parametros. Es im-
sante mencionar que las funciones pueden recibir varios datos, Pero
» proporcionan un resultado y siempre con los mismos valores se obtie-
=1 mismo valor, respetando de esa manera la definicién de funcién que

expuso anteriormente.

ALFAOMEGA



268

ALFAOMEGA

VI. RELACIONES

6.10 Resumen : B

e Relaciéon. Una relacion R se forma al unir elementos de diferentes
conjuntos que cumplen con cierta propiedad o caracteristica. Los elemen-
tos que se unen pueden ser de dos, tres 0 mas conjuntos.

Como ejemplo supéngase que se tienen los conjuntos A, B y €, adema
de que elementos del conjunto A estan relacionados con elementos de
conjunto B y elementos del conjunto C porque cumplen con ciertas pIC
piedades, de forma que se puede tener una relacién R integrada por tri
pletas. Los conjuntos son

A={12 34,567}
B={a, e, m, p,u} _
C = {verde, azul, café, amarillo}

Considérese que R estd formada por tripletas que contienen un elementa
de A que es divisible entre 3, uno de B que es una letra vocal y uno de G
que es un color basico:

= {(S,a,azul),(S,a,amarﬂlo),(3,e,azu1),(3,e,amari]10),(3,u,azu1),(3,u,amari]l :
(6,a,azul),(6,a,amarillo),(6,e,azul),(6,e,amarillo),(6,u,azul),(6,u,amarilloj}

Esta relacion es una relacion trinaria porque esta conformada por elemen:
tos de tres conjuntos distintos. '

Las relaciones mas comunes en ciencias de la computacién son las rels
ciones binarias, que estan integradas por pares de elementos de dos
conjuntos.

Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una relacion binaria R es un conjuns
de pares ordenados, en donde el primer elemento a estd relacionado CC
el segundo elemento b por medio de cierta propiedad o caracteristica, |
cual se indica como aRb mientras que para la relacién se tiene que

R={(a,b) |acA y be B}

* Producto cartesiano (A x B). Esla combinacién de todos los eleme
tos del conjunto A con todos los elementos del conjunto B.

e Dominio de R (Dom(R)). Conjunto de todos los primeros element
de los pares encontrados en una relacion.

» CodominiodeR (Cod(R)). Est4 conformado porlos segundos elems
tos de los pares de la relacién R.
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Matriz de una relacion (Mg). Si A y B son dos conjuntos finitos y si R

fonde un elemento de la matriz es

1si(ab)eR
Osi(a,b)e R

" Grafo de una relacién (Gg). Se puede representar una relacion por
=dio de una grafica integrada por nodos y flechas, y a dicha grafica sele
roce como “grafo dirigido” de R, en donde los elementos de los conjun-
2s A y B se representan como nodos y la relacién que existe entre dichos
d=mentos se indica por medio de una flecha que va del elemento del con-
into A al elemento del conjunto B con el que estd relacionado.

Grafos dirigidos y no dirigidos. En un grafo dirigido se representa la
Scion entre un elemento del conjunto A y un elemento del conjunto B por
==dio de una flecha que va de a hacia b. Sin embargo en un grafo no dirigi-
- 12 relacion es en ambos sentidos, esto significa que aRb y que bRa, por

Propiedades de las relaciones. En una relacion es comun que los
=mentos de A también sean elementos de B, es decir que A = B. . Por
=mplo en una red de computadoras A y B tienen los mismos elementos
srque relacionan computadoras, en una red carretera A v B tienen los
s=mos elementos porgue relacionan ciudades, o en una red de agua po-
nle A v B tienen los mismos elementos porque relacionan valvulas.
=2ando ocurre que A = B, las relaciones pueden tener una, varias o ningu-
de las siguientes propiedades:

Propiedad Condicién
aRa: Vae A. Esto es: todos los elementos de A
estan relacionados consigo mismos.

(a,a) ¢R Vac A. Esto es: ningun elemento de A
esta relacionado con él mismo.

Reflexiva

Irreflexiva

2= una relacion de A en B, es posible representar a R como una matriz Mg

Cuando (a,b)eR entonces (b,a)eR, o bien
cuando (a,b)eR entonces (b,a)¢R. Esto es:

gHretrice los elementos simétricos de la relacion son
iguales.
Cuando (a,b)eR entonces (b,a)¢R, ademas si
Asimétrica a=Db entonces (a,a)¢ R. Esto es: en ningun caso

los dos pares simétricos estan en la relacion.

(a,b)¢R o bien (b,a)¢R. Esto es: cuando a#b en
Antisimeétrica ningun caso los dos pares simétricos estan enla
relacion. :

T aanitiva Si (a,b)eRy (b,c)eR, entonces (a,c)eR. Esto es:

cuando aRb y bRc entonces aRc.
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e Relacién de equivalencia. Es aquella que es reflexiva, simétrica ¥
transitiva. Si la relacién es la comunicacién en una red de computadora
dicha red debe ser una relacion de equivalencia, porque toda computado-
Ia se puede comunicar con ella misma (reflexiva), sila computadora X se
puede comunicar con la computadora W entonces la computadora W
se puede comunicar con la X (simétrica). Si la computadora X se pueds
comunicar con la W y la computadora W se puede comunicar con la
entonces la computadora X se puede comunicar con la computado
Z (transitiva).

* Clases de equivalencia [a]. Son conjuntos que contienen a todos los
elementos b € B que estan relacionados con a € A.

[a] = {b | beB, aRb}

¢ Particién (A). Esun conjunto de clases de equivalencia con las siguien-
tes propiedades:

a) Deberén estar contenidos todos los elementos del conjunto A.
b) La interseccion entre las clases de equivalencia debe ser vaciz

={[a] | ac A; la interseccion entre clases de equivalencia es va
cia}

o Cerraduras. No todas las relaciones son de equivalencia, pero &
posible hacer que tengan esta propiedad agregando los pares ordenada :
necesarios minimos usando para ello las cerraduras: reflexiva (R u I), =
métrica (RUR™Y) y transitiva (R U R?).

e Operacion entre relaciones. De la misma manera como se realiza
operaciones entre conjuntos, también se pueden llevar a cabo las siguien
tes operaciones entre relaciones:

a) Complemento de R (R’). Son a todos los pares ordenados q
estan en el producto cartesiano A x B pero que no estan en R.

b) Intersecciéon de Ry S (RnS). Sean R y S relaciones de un conjus
to A en B, entonces se puede formar R N S. En términos de rels
cién se puede ver que si a(R N S)b, entonces aRb y aSb. Pa
medio de matrices Mg g es el resultado de multiplicar elemens
por elemento las matrices booleanas de R y S.

c) Unién de R y S (RUS). La unién de dos relaciones (Rwu S) signif
ca que aRb o bien aSb. Por medio de matrices se lleva a cabo uz
suma de matrices booleanas entre Mgy Mg para obtener Mg, <

d) Inversa de R (R?). La inversa de R se encuentra intercambiand z
la posicion de a y b, esto implica que si (a,b)e R entonces (b,a)eR
En el caso de matrices la inversa se encuentra intercambiands
filas por columnas (Mg ).
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e) Composicionde Ry S (R 8). La composicion de relaciones Ry
S equivale a la propiedad transitiva, esto significa que si (a,b)eR
v (b,c)e S, entonces (a,c)e (R ¢ S). Es posible también encontrar la
composicion de dos relaciones por medio de una multiplicacién
booleana de las matrices de las relaciones

(R° S=MR°S=MR ¥ MS)

» Una funciéon f. Asigna a cada elemento x de un conjunto A un unico
==mento b de un conjunto B. Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion
“de A en Bseescribef: A — B.

= puede decir que todas las funciones son relaciones, pero no todas las
s=laciones son funciones. Para que una relacion sea considerada como una
“ncion, debera cumplir con las siguientes condiciones:

a) Dom(f) = A, esto es, el conjunto de los primeros elementos de
todos los pares ordenados de la relacion es el dominio de la funcién
vy también es igual al conjunto A.

b) Los elementos del dominio solamente deberan estar relacionados
con un elemento del codominio.

Funcion inyectiva (o uno auno). Una funciénf: A — B se llama inyec-
2, si a cada elemento distinto del conjunto A corresponde un elemento
=tinto del conjunto B.

» Funcidén suprayectiva (o sobre). Una funcion f: A — B se llama supra-
=ctiva, si el conjunto de los segundos elementos de los pares ordenados
%= la funcion es igual al conjunto B.

Funcion biyectiva (o correspondenciauno auno). Cuando una funcién
== inyectiva y suprayectiva a la vez, se dice que es biyectiva.

Funcién invertible. Una funcién f: A — B es invertible si su relacion
pversa ! es también una funcién. Por otro lado, una relacién es invertible
: == trata de una funcioén biyectiva.

Aplicacion de las relaciones. Las relaciones se pueden aplicar en
=ses de datos si un archivo se considera como una relacion (o en otro
sniexto, una base de datos). También se aplican en estructuras de datos
= que unarelacion es una lista enlazada, una pila y también un arbol. Otra
slicacion es en teoria de grafos partiendo de que una relacion también es
= grafo. En programacion también se aplican ya que una funcion es una
=acion con ciertas caracteristicas.
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6.11 Problemas

6.1 SeanA=B=C=(1,2 34,5 R A B tal que

6.2

1) Determinar M, b

R={(1, 1), (1, 3) (1,5), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (4, 2),
(4,4),(5,1),(53),(5,5) "

oy ik
B

y8:B > CtalquebScsiysélosia=byb es impar.

a) Obtener los pares ordenados de la relacién S.
b) Determinar My y M.

: 4 7 - 3 ) 1

asimetrica, antisimétrica y transitiva.
e) Las relaciones R y S ;son de equivalencia? Si no lo son,’
hacer que lo sean aplicando las cerraduras correspondien-

tes. Encontrar después las clases de equivalencia y la
particion. ; :

g) La relacién obtenida en el inciso (f) ¢es de equivalencia?

Sean A=B=C={1,23,4},R: A - Btal que aRb si y sdlo si
a=byS:B— C tal que bSc siysdlosibesparyces multiplo
de 4.

a) Determinar los pares ordenados de R VS,
b) Determinar el producto cartesiano A x B.
c) Obtener el dominio y codominio de RyS.
d) ;Cuaéles son los grafos dirigidos de R y S?
e) (Cudles son las matrices de R v S?
f) Obtener (R~ S)° S, '
g) La relacién obtenida en el inciso (f) ¢es una relacién de
equivalencia? En caso de no ser asi, hacer que lo sea apli-
cando las cerraduras: reflexiva, simétrica y transitiva.
h) Obtener las clases de equivalencia y particién de la rgig-'
cion.

i) ¢Cudl es el grafo daf;igido y que diferencia existe con el
grafo no dirigido? '
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63 SeanA B=C= {12345}RA—>BYs"B-w)C dbnde

s {(1, 1), (1,4),(1,5), 2 1), 2.2),(2,5), (3,2, 3, 4} @, 1)
(4,3), (4, 4), (4,5), (5,1), (5, 4). (5, 5)}
~(2,1),(2.9),(2,4),6,1).(3,3), (3,4, 6,5. 4 3), (4 2,
(5,1), (5, 2), (5, 3), (5 5)} :

a) Obteneng RS ;

b) Exphca:r sitiene o no las siguientes propledades reflexi-

~ va, irreflexiva, simétrica, asnnetnca ant151me’tnca (o}
transitiva. :

) ¢,Gué1 es su grafo dirigido? ' e B

';t.ﬁsiﬂ::seanA B=C=D=11,2,3,4,5,R: AaBendondeaRbsw; _
- solosiaes pary b es primo, S: B — C en donde bSc siy sélo
- sicesdivisibleentre3y T: C —Ddonde T = (1) (3 Ay

~a) Obtener los pares ordenados de las relaciones Ry S.

~ b) Calcular los productos cartesianos A x B y C x D. (Que
diferencia existe entre estos dos productos cartesianes en
este caso? Silos conjuntos A, B, C y D tuvieran dlferentes
elementos ;ocurriria lo mismo?

- ¢) Explicar silas relaciones R, Sy T tienen una o vanas delas
siguientes propiedades: reflexiva, ureﬂemva s:metnca ‘
asimétrica, antisimétrica, transitiva.

d) Alguna de las relaciones R, So T es una relacion de equlv—A
alencia (expllque) En caso de ser asi, obtener las clases de
equivalencia y particion.

e) Representarlas relaciones R, S y Ji como mat:nz ¥y COmMo grafo
~ dirigido.

f) Establecer si las relaciones R, Syl cumplen con todo lo
necesario para ser consideradas una fuﬁmon (3ust1ﬁcar su
respuesta). :

g) Obtener RUT ) N(S'TNR)e T)“‘“

h) La relacién obtenida en el inciso ( g) es una relacion de
- equwalencm? En caso de no ser asl hace;r que lvo sea apli-

i) Ohtener las clases de eqmvalencm v parti@un de larelacion
obtenida en el inciso (h).

j) Obtener el grafo dirigido y no dirigido de la relacion obte-
nida en el inciso (h). _




m
<
B

VI

Bl . = = o ! .

g @ i) o o o

i - i i i

i it -

] T - i i i (IR =
i - i =
i i i
S

s
T b
= & =
e i o \‘a’.a.
& - v
i

-
o
e “ -

- - .
e i e o o
: i e i -
i : & i
- : il 1 i
i o . i & i
i ! | =
o : i i i
- Sl e a

i L i e - 1 o - o
_ . & Gl i it |l el Fe

ALFAOMEGA




6.11 PROBLEMAS

6.10 Resolver cada uno de los siguientes incisos:

a) SeanA=B={(1,2,34,5yR: A - B, donde

={(1,2),(1,4),(2,2),(2,5),(3,1), (3 5), (4 3) (4. 4), (4
5), (5, 1)}

Explicar si tiene alguna o varias de las mgmentes pro-

piedades: reflexiva, irreflexiva, simétrica, asimeétrica,

antisimétrica y/o transitiva.

Si la relacion anterior no es de equ.walenma hacer que
lo sea aplicando las cerraduras correspondientes.

Obtener las clases de equivalencia y la partlclcm (si ésta

existe).

b) SeanA B=G— {abcde}RA—>ByS A—B, donde

R={(a, c), (a d), (a &), (b, &), (b, b), (b, d), (¢, a), (¢, d), (d,

C), (e, :a)! (e, b)v (e-._d), (e, e)}

S={(a, a), (a, c), (a, €), (b, b), (b, c), (b, d), (c,b), (c, c), (c,

d), (c, e), (d, a), (d, b), (d, &)} y

Obtener (R »n ) = (8" U R™)). Hacerlo por conjuntos y
ratificar dicho resultado por medio de matrices.
Explicar si la relacion obtenida tiene alguna o varias de
las siguientes propiedades: reflexiva, irreflexiva, simé-
trica, asimeétrica, antisimétrica y/o transitiva.

Cual es el grafo dirigido de la relacién resultante y es-
tablecer si se trata de una relacion de equivalencia. Si

no es asi jcudl es el menor numero de pares ordenados

que le faltan para cue lo sea?

c) 'Ser;i_nA:B:C={1,2,_3, 4,5, R: A—>ByS: A— B, donde

S

={(1,3), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (3, 2), (3, 3), (3,
5), (4, 1), (5, 3), (5, 5)}

={(b,c)|be B, ce C,bResiy s6lo sib es primo y ¢ es par)

Obtener (R ° (S u R™Y) por medio de matrices y de

conjuntos.
Explicar si la relacion resultante tiene alguna o varias

de las siguientes propledades reflexiva, irreflexiva, si-

métrica, asimetrica, antisimétrica y/o transitiva.

Cuadl es el grafo dmgldo de la relacion resultante v es— :

tablecer si se trata de una relacion de equivalencia.
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d) Sean A =B = C = {1,2,3,4,5, R: A>ByS:ASB,
~ donde :

R={(1,1),(1,4), (2,3),(2,4), (2,5), (3, 2), (3, 3), (3, 5),
(4,5),(5,1), (5, 2), (5, 5)}

S={(1, 1), (1, 5), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (5, 1), (5, 3), 5(5.,_ g)}
Demostrar que: e

e RS t=R!'AS"

¢« RuUSy'=R1uUST

e (ReS)oT=Ro(SeT).

; e (ReS)'=81eR! |

E . e SUT)°R=(S°R)uU(T=R).

6.11 Guardar nombres de personas en un arreglo A, la posicién del
siguiente nombre en un arreglo P y el inicio del recorrido de la
informacion en la variable X. El orden en que llegan los nombres
es “Lorena”, “Miriam”, “Gustavo”, “Alicia”, “Fernando”,
Ean; *’ :

a) ¢Cual es el contenido de los arreglos A y P asi como el de la

variable X, si se desea recorrer los nombres a]fabeticameme
en forma ascendente?

b) Sise da de baja a “Fernando” v se dan de alta “José” y “Ale-
jandra” jde qué manera quedardn los arreglos?

¢) ¢Cual es el grafo dirigido de los arreglos A y P, asi como el de
1a variable X, en este momento?

d) ¢(Como quedarian los arreglos si en lugar de acomodar la in-
formacién para consultarla en forma ascendente, se dese "
hacer dicha consulta en forma descendente?

6.12 Se desea guardar los salarios en un arreglo A, la posicién del si-
gulente salario en un arreglo P y el inicio del recorrido de la in-
formacion en la variable X. El orden en que llegan los datos es
3 000, 4 000, 2 000, 5 000, 3 000, 3500.

a) ¢Cual es el contenido de los arreglos A y P, asi como el de la
variable X, si se desea recorrer la informacién de manera as-
cendente?

b) ¢Cuél es el grafo dirigido en este momento?

c) Sise da de baja el salario cuyo monto es 3 000 y se dan de alta
2500y 4 300, ;como quedarian los arreglos?
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- d) ¢Cual de los dos 3 000 fue dado de baja y perque? =
@) ;Cudl es el grafo dirigido en este momento?

 f) ;Como quedaria la informacion sial arregloP sele ad1c1ona :

613

otra columna para recorrer la informacion en forma descen-

dente, v se considera a la variable Y para indicar el inicio

de esta lista?

Colocar en un arreglo A los nombres de personas con su Ies-
pectiva edad, y en otro arreglo P los apuntadores correspon-
dientes para recorrer dicha informacién alfabéticamente o por
edades. El orden en que llega la informacién es “Francisco”,

=30 “Fausto”, 18; “Arturo”, 22; “Alberto”, 32; “Lidia”, 23;

“Berta" 20. Usar X como variable para iniciar el recorrido de

los nombres, y Y para indicar el inicio del recorrido de las‘

: ;edades

| ‘a) ;Cual es el contenido de los arreglos A y P, asi como el de

6.14

las variables X, Y, si se desea recorrer los nombres alfabéti-
camente (ascendente) y las edades en forma descendente?

b) ;Cudl es el grafo dirigido en este momento? N

¢) Siseda de alta a “Pedro”, 13 y se da de baja a “Fausto”,

18, ¢de qué forma quedarian los arreglos?

Colocar en un arreglo A el nombre de personas con su respec-
tiva antigiiedad, y en otro arreglo P los apuntadores corres-
pondientes para recorrer dicha informacion alfabéticamente y
por antigiiedad. El orden en que llega la informacion es “San-
dra”, 3: “Carmen”, 5; “Pablo”, 1; “Alfonso”, 2; “Santiago”, 4;
“Elena”, 1. Usar X como variable para iniciar el recorrido de

los nombres, v Y para inicio del recorrido de la antigiiedad.

a) ;Cudl es el contenido de los arreglos A y P, asi como el de
las variables X v Y, si se desea recorrer los nombres alfabé-
ticamente (ascendente) v la antigiiedad en forma ascen-
dente?

b) ;Cuél es el grafo dirigido en este momento?

¢) Sisedadealta “Alfredo”, 2, “Fermin”, 4, y de baja “Elena”,
1, ¢de qué forma quedarian los arreglos?

d) ¢Cual es el grafo dirigido en este momento?

e) Siahora se agrega una columna a P y se usa la variable Z
para recorrer también los nombres en forma descendente,
;como quedarian los arreglos?
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6.15 Considérense los archivos A y B que se muestran a continua- :

cion:
: Relacion A
‘Reg. | Cédigo | Nombre Departamento
1. |34y José ‘Mantenimiento
2 6 072 | Pedro Produccién
3 8611 Alicia R. Humanos
4 7512 Fernando  Produccion
b 5 825 Carlos | Produccién
6 7 020 Carmen | Contabilidad
_ Relacion B
Reg. Caodigo | Puesto Salario
1 13427 | Supervisor 14300
2 6 072 Obrero  |3000
3 8611 Secretaria 2 800
a4 512 Obrero 13 200
5 5825 Supervisor 5 000
6 7020 Secretaria 3 000
Obtener:

a) Una relacién con los campos Nombre, Puesto y Salario. ‘Péasa;
las personas cuyo Departamento = “Produccién” y Salario > 3
100. :

b) Una relacioén con los campos Cédigo, Puesto y Departamento
bara las personas cuyo Puesto = “Obrero” o bien (Puesto =
“Secretaria” y Departamento = “Contabilidad e

¢) Una relaciéon que contenga los campos Nombre, Departamen-
to y Salario de todos los trabajadores que no pertenezcan al
Departamento de produccion. f



“ul

6.11 PROBLEMAS

- 6.16 Sean las relaciones A y B que se muestran a continuacion:

Relacién A
|Reg. |Cédigo Producto Precio
i 2010 Galletas 3.00
|2 3 040 Detergente |12.00
3 |5513 Mermelada 15.00
|4 1728 Aceite 16.00
|5 6724 Arroz 16.00
6 3319 Frijol 18.00
7 6 502 Azicar 20.00 3
8 3 045 Detergente o0
9 1717 Aceite 18000 & &
Relacion B
Reg. Codigo Presentacion Contenido
1l 2010 Paquete 250 gr. )
2 3 040 Bolsa 600 gr. '
3 5b13 Frasco 250 ml
4 1728 Frasco 1 000 ml
5 6 724 Bolsa 1 000 gr.
6 3319 Bolsa 1 000 gr.
7 6 502 Bolsa 2 000 gr.
8 3 045 Bolsa 600 gr.
9 1717 Frasco 1 000 ml
Obtener:

a) Unarelacion con los campos Codigo, Producto, Presentacion
y Precio. Con Producto = “Detergente” o Presentacion =
“Bolsa”. Bk = ‘

b) Una relacion con los campos P_rjoducj:q,_ Contenido y Precio.
Para Precio > 15.00 y (Contenido < 1 000 gr. o Contenido <
500 ml). ‘

- ¢) Unarelacién con los campos Cédigo, Producto, Presentacion,
Contenido y Precio. Para Codigo=5 513. :

d) Relacién con los campos Cédigo, Producto y Presentacion.

Para Producto = “Detergente”.
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6.17 Sean los conjuntos A = {1, 2, 3,4} y B = fa. b, ¢, d}. Para cada
uno de los siguientes incisos: S '

e Indicar si la relacion dada también es una funcién, 5
* Determinar Dom(R) y Cod(R). Seveiat o

* En caso de ser funcidn, verificar si es inyective
yectiva y/o biyectiva. g M o '

* En caso de ser una funcién invertible, ;cual es f“i? 2

a) R={(1,a), (2 b), (3 d), @4 c)
b) R=({(1,a), (2 a), (3, a), (4, a))
¢) R={(1,b),(1,0), (2 a), (2, d)}
d) R={(1,¢c), (2 0), (3 d), (4, d)}

6.18 Sean A={1,2,3)yB={a, b, c, d. En relacion con cada uno de 3
. los incisos: :
* Indicar sila relacién también es una funcion.
e Determinar Dom(R) y Cod(R). ,
e En caso de ser funcion, d?é'tierrnm61r si es inyectiva, su- !
prayectiva y/o biyectiva. : : i
* En caso de ser una funcién invertible, ;cudl es £12

a) R={(1,a), (2, a), (3, a)}

b) R={(1, a), (2, b), (2, c), (3, d)}
¢) R={(1,c), (2,b), (3, o), (3, a)}
d) R={(2, a), (2, b), (2, ¢), (d, d)}

6.19 Sean A =B =R; f(x) = -4x° - 2; g(y) = 3y% - 1 h(z)=57+3
a) Demostrar que en cada caso realmente se trata de WhEEL

funcion, y para esto utilizar la grafica correspondiente.
b) Establecer si son funciones invertibles, y si es asi obtener

la inversa. :
¢) Determinar el valor de la composicién f o b o g-g(2)y

gofehof{-x). 3

ALFAOMEGA



6.11 PROBLEMAS

de su graﬁda

Estab]ﬁcex sise trata de una funcion unirel’c}l’ﬂeT Y en caso =
t_ de ser asi obtener su inversa.

= e
T

‘fa)ﬂm

- paraA={x|xeR;x>2}; B={x|xeR;x>1}.

fa =1

b) f(x) =

9
+ —
5

paraA={x|xe R;x>1}; B={x|xeR; x> 2.
o) g =3tglx)pata A=Ix|xc R -1<x=1-E=-R b
d) f(x) =sen(x)

paraA={x|xe R;n<x<3n}; B={x|xe R;-1<x<1}
e) f(x)=3(-1)*"'paraA=N;B=(x|xe Z; -3<x<3}

=
f(a) = 3a + a°, g(b) = b, h(c) = ¢ + 1. Obtener:
a) g°f(2)
b) fog(x-1)

c) gefoh (x)
d) fegeh (-—x)

«.,16 2& Ensadau.nc de los mgmentesmcmos I f "- =i

. 621 Sean A=B=C=D=R f: A->B,g:B—Cyh: C—Ddefinidas
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6.22 Sean A=B=C=D=R,f: A—B,g: B - C, yh: C - D definidas
~ por

~ f(a)=-a% g(b)=b? - 1, h(c) = 3c + 1. Obtener:

a) fogof(-1)

b) fegeg(l-x)

€) gegofeoh(-x)
d) fofogoh(2x)

6.23 Disefiar un algoritmo en donde al dar dos niimeros enteros posi- 3
" tivos, el algoritmo encuentre el minimo comun multiplodeayb
-usando para ello una funcion.

6.24 Disefiar un algoritmo que contenga una funcién para;

a) Obtener el mayor de 3 ntimeros enteros positivos mayor
(%, v, 2). S

b) Obtener el maximo comun divisor de dos numeros enteros
positivos med(a, b). o

c) Dado un nimero entero positivo, determinar si éste es primo
0 no.

d) En algunos lenguajes se utilizan algoritmos para elevar una
cantidad a cualquier potencia. Si x* = e™™® donde n,
x e R, e =2.7182, es la base de los logaritmos y Ln(x) es el :
logaritmo natural de x. Dados dos numero reales X y n encon-
trar con la funcién anterior x™. '

6.25 Disefiar algoritmos para determinar si una relacion es:

a) Reflexiva.

b) Irreflexiva.

c) Simétrica.

d) Asimétrica.
e) Antisimétrica.
f) Transitiva.
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- 6. 26 Disefiar algontmos para llevar a cabo las Slgmentes opera- -~ = ] £
“ : clones entre relam@nefs A = = - o
b) Interseccwn : Sl : (
+6). Cemplementacmn o _ = e
- g,d)Inversa o S g s
e e) Cﬂmpomen e
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