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Ohjetivos

Entender el concepto de propasicion y la forma en que se pueden elaborar
proposiciones compuestas usando los conectores l6gicos.

Evaluar proposiciones logicas por medio de tablas de verdad.

Comprender los conceptos de tautologia, contradiccion, equivalencia Iogica y regla
de inferencia.

Aprender a representar enunciados en forma de teorema usando para ello simbologia
logica.

Demostrar teoremas por medio del método deductivo directo y contradiccion.
Distinguir entre argumentos validos y no validos.

Representar predicados con notacion Idgica, usando los cuantificadores existencial y
universal.

Demostrar proposiciones por medio de induccion matematica.
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Breve cronologia

Lalégica tuvo su origen en los estudios
que lievé a cabo Aristoteles (384-322
a.C.), quien introdujo los cuantificado-
res universal () y existencial (3) que
ahora se usan frecuentemente en l6gi-
ca de predicados. Posteriormente en la
época de oro de los griegos se traté de
usar la légica para llevar a cabo la de-
mostracién formal de las principales
leyes matematicas conocidas, y mucho
tiempo después fue Giusseppe Peano
el que le dio el nombre de “légica mate-
matica”.

Un desarrollo importante de la logica
matematica ocurrié a mediados del si-
glo XIX, cuando Leibniz traté de poten-
ciar el razonamiento representando un
problema por medio de hipétesis para
llegar a una conclusién. También en
este siglo George Boole y Augusto De
Morgan disefaron una nueva manera
de representar un problema usando

de la I6gica matematica.

A finales del siglo XIX y principios del
XX el matematico Britanico Alfred North
Whitehead y su discipulo Bertrand
Russell publicaron los resultados de
sus investigaciones que afirmaban que
todas las leyes matematicas se pue-
den traducir en proposiciones logicas
verdaderas, lo cual significa que el vo-
cabulario matematico es un subcon-
junto del vocabulario légico y por lo
tanto cualquier demostracién Idgica es
equivalente a cualquier demostracion
matematica.

Pero fue a mediados del siglo XX cuan-
do la l6gica matematica adquirié una
destacada importancia con la crea-
cién y desarrollo de la computadora, y
ahora en el siglo XXI la importancia es
mayor al tratar de dotar a las compu-
tadoras y robots de una inteligencia
artificial que les permita tomar decisio-
nes, al relacionar la informacion cono-
ciday aplicar reglas de inferencia para

llegar a una conclusién. J
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4.1 Introduccién

La logica estudia la forma del razonamiento, es una disciplina que por
medio de reglas y técnicas determina si un teorema es falso o verdadero,
ademas de que es ampliamente aplicada en filosofia, matematicas, compu-
tacion y fisica. .

En filosofia la 16gica se utiliza para establecer siun razonamiento es valido
0 no. Tomando en cuenta que una frase puede tener diferentes interpreta-
ciones, en este caso la loégica permite saber el significado correcto.

En matematicas la 16gica es una herramienta util para demostrar teoremas
e inferir resultados, asi como para resolver problemas.

En la computacioén 1a légica se aplica en la elaboracién ¥ revision de pro-
gramas, en el estudio de lenguajes formales v la relacion existente entre
ellos, asi como en la obtencién de resultados en forma recursiva.

Con el apoyo de lalégica, en el area de la inteligencia artificial se logra que
una maquina tome decisiones precisas.

En la fisica, la 16gica se necesita tanto para establecer el procedimiento
para llevar a cabo un experimento como para interpretar los resultados
obtenidos.

En general la 16gica se aplica en el trabajo cotidiano, por ejemplo para ir
de compras al supermercado se tiene que realizar cierto procedimiento
logico que permita realizar dicha tarea, si se desea pintar una pared también
se requiere de la aplicacién de la logica.

La logica es muy importante ya que incluso permite resolver problemas a
los que nunca se ha enfrentado el ser humano, utilizando solamente la
inteligencia y algunos conocimientos acumulados se pueden crear nuevos
inventos, hacer innovaciones a los ya existentes o simplemente utilizar los
mismos de tal manera que se obtengan mejores resultados. Al desarrollar
la 16gica matematica se ejercita el pensamiento abstracto, es posible ge-
neralizar la informacién usando el razonamiento tanto inductivo come
deductivo y se pueden llevar a cabo calculos matematicos complejos.

Una parte importante de este capitulo es la demostracion formal de teore
mas, partiendo del hecho de que éstos son la representacion de enunciados
usando notacién légica. Es importante mencionar que en las demostracio-
nes no hay un procedimiento tinico para llegar al resultado, éste puede ses
mas largo o mas corto dependiendo de las reglas de inferencia, equivalen
cias logicas y tautologias que se utilicen. De hecho puede haber tantas
formas de acceder a la solucién como personas diferentes tratando de
obtenerla. Esto permite que el estudiante tenga confianza en la aplicacics
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de reglas y formulas, de tal manera que cuando llegue a poner en practica
la 16gica matematica para resolver un problema sea capaz de encontrar su
propia solucion.

4.2 Proposiciones

Una proposicién o enunciado es una oracion, frase o expresion matemati-
ca que puede ser falsa o verdadera, pero no ambas a la vez. La proposicion
es un elemento fundamental de la logica matematica.

A continuacién se presenta una lista de proposiciones validas y no validas,
y se explica el porqué algunos enunciados no son proposiciones. Cada
proposicion se indica por medio de una letra mintscula, y luego de los dos
puntos se expresa la proposicion propiamente dicha.

i Ejemplo 4.1. Proposiciones validas y no validas.

- e
s p: Estados Unidos es el pais territorialmente méas extenso del con-
tinente americano. : .
: =19+ 50 = 31.
x> (y—13)7.

Carlos Salinas de Gortari fue presidente de Espafia.
Morelia serd campeon en la presente temporada de futbol.
: oComo estas? ‘
: Formatea el disco antes de usarlo.

< g g w R Q

emas &
enie 1a Las proposiciones p, q ¥ s, tienen un valor de falso o verdadero, por lo
nuevos =nto son proposiciones validas. El inciso r también es una proposicion
izar 10S walida, aunque el valor de falso o verdadero depende del valor asignado a
sarrollar 1=s variables x, y en determinado momento. La proposicion t esta perfec-
ble g&- =mente expresada, aunque para decir si es falsa o verdadera se tendria
yo comad pie esperar a que terminara la temporada de futbol, de forma que antes,
Bj0S. ; hora o después la proposicion pueda ser falsa o verdadera. Los enuncia-
. S0s u y v no son validos, ya que no pueden tomar un valor de falso o ver-
de teore- Zadero.
spnciados
ostracio £2.1 Proposiciones compuestas
suede ser
quivalen-
jer tantas
ata ndo d
aplicacion

sxisten conectores u operadores 1ogicos que permiten formar proposicio-
=5 “compuestas”. Se dice que una proposicion es compuesta cuando esta

miegrada por dos 0 mas proposiciones simples conectadas por medio de
ALFAOMEGA
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operadores logicos. A continuacién se describen los operadores o conec-
tores logicos basicos.

Operador and (y)

Se utiliza para conectar dos proposiciones que se deben. cumplir para
que se pueda obtener un resultado verdadero. Su simbolo eg a:

Ejemplo 4.2. Considérese el siguiente enunciado: “El automévil arran-
ca siy solo si el tanque tiene gasolina y la bateria tiene corriente.”

Sean:

p: El automovil arranca.
g: Eltanque tiene gasolina.
r: La bateria tiene corriente.

De esta manera la representacion del enunciado anterior, usando simbolo-
gia logica, es %

P=qnr

y su tabla de verdad es la siguiente:

a I |P=dnar

1! il 1

il 0 0

0 1 0

0 0 0
Aqui se tiene que:

1 = verdadero
0 = falso

En la tabla anterior el valor de g = 1 significa que el tanque tiene gasolina,
r = 1 significa que la bateria tiene corriente yp=qar=1 significa que el
automovil puede encender. Se puede notar que si g o r valen cero, esto
implica que el automovil no tiene gasolina o bien la bateria no tiene co-
rriente, y que por lo tanto no puede encender.

ALFAOMEGA
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Al operador légico A se le conoce como la multiplicacion logica, porque

L =4
1A0=0
D=0
0A0=0

En légica matematica en lugar del signo = se utilizan los signos =y « para
indicar equivalencia 16gica, de forma que la proposicién del ejemplo ante-
rior puede indicarse como p = (¢ A r) o bien como p < (qarx).

Operador or (0)

Con este operador se obtiene un resultado verdadero cuando alguna de
las proposiciones es verdadera. Se indica por medio de los siguientes
simbolos: {v, +, U}.

entrar al cine si y solo si compra su boleto o le regalan un pase.”

Sean:

p: Una persona entra al cine.
q: Compra su boleto.
r: Le regalan un pase.

légica es la siguiente

p=(gqvr)
v su tabla de verdad es
q r [ p=(gvr
il 1 1
1 0 1
0 1 i
0 0 0

Ejemplo 4.3. Se tiene el siguiente enunciado: “Una persona puede

De esta manera la representacion del enunciado anterior con notacion

A partir de la tabla se ve que la unica forma en la que no puede ingresar

al cine (p = 0), es que no compre su boleto (q = 0) y que no le regalen un
pase (r =0).

ALFAOMEGA
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Ejemplo 4.4. Sea p: “El automovil es azul”; entonces su complemento
es p’: “El automovil no es azul”.

ALFAOMEGA
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Al operador légico v también se le conoce como la suma logica, ya que

lvi=1l
1v0o=1
0w1=1
O0v0=0

AR T
)

Se puede observar que 1 v 1 =1 se sale de lo esperadoyaque 1+ 1=2, SIZ
embargo cuando la suma aritmética es mayor que 1, en légica matematic
y algebra booleana el resultado se considera 1. Lo tnico que significa esm
es (ue para que una proposicion formada por dos o mas proposiciones aqu
se estan sumando sea verdadera, es suficiente con que uno de los suma:
dos sea verdadero. En el ejemplo anterior se considera que (g =1 cuanc
una persona compra su boleto y ademas r = 1 si a esa misma persona 2
guien le regala un pase, por lo tanto dicha persona puede entrar al ci
aungue le sobre un boleto).

Operador not (no)

El operador 16gico not tiene como funcién negar la proposicion. Esto sign

obtendra su complemento o negacién. Este operador se indica por me ',
de los siguientes simbolos: {, 7, -, ~}.

La tabla de verdad relacionada con el operador not es la siguiente

’

p p
1 0
il

La negacion o complemento de una funcién, es el valor contrario. Si D
su complemento en binario es p’ = 0.

Una doble negacion de una proposicién es equivalente a afirmar l1a g
posicion, esto es, p = p”. Si una proposiciéon tiene un numero impar
negaciones es como si sélo tuviera una, por ejemplo p” = p’. Por otro Iz
un numero par de negaciones equivale a una proposicién verdade
p”” = p- .
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e Operador or exclusivo (xor)

Ademas de los operadores basicos (and, or v not) existe el operador xor,
cuyo funcionamiento es semejante al de or con la diferencia de que su
resultado es verdadero solamente si una de las proposiciones es cierta, ya
que cuando ambas son verdad el resultado es falso. Este operador se in-
dica por medio del simbolo (®) y su tabla de verdad es la siguiente

p | 9| Poq
L 0
L B 1
o il R 1
& 0

Como se ve a partir de la tabla, se obtiene un resultado verdadero solo
cuando una de las proposiciones es verdadera, pero no si ambas lo son:

pRag=p AdvDPA(q

Finalmente, con ayuda de estos operadores basicos se pueden formar los
operadores compuestos Nand (combinacién de Not y And), Nor (combina-
=ion de Not y Or) y Xnor (combinacion de Xor y Not), los cuales se trataran
con mayor detenimiento en el capitulo de algebra booleana.

.2 Proposicion condicional (—)

TUna proposicion condicional es aquella que esta formada por dos propo-
sciones simples (o compuestas) p v 4, vV que se indica de la siguiente
nanera;

p—q

Esto se lee “sip entonces q”.

Ejemplo 4.5. Considérese que un candidato a la presidencia de México
dice: “Si salgo electo presidente de la Republica, entonces el crecimiento '
anual del pais sera del 7%.”

Una declaracion como ésta se conoce como condicional, v para analizarla
sean las proposiciones:

ar la pro-
impar de
ptro lado, p: Salio electo Presidente de la Republica.

erdadera: q: El crecimiento anual fue del 7%.

ALFAOMEGA



122 IV. Locica MATEMATICA

De esta forma el enunciado anterior se puede expresar como

b—q

v su tabla de verdad es la siguiente:

b q P—q
1 1 1
il 0 0
0 1 1
0 0 1

En esta tabla hay que observar que el tinico casoenel que (p—q)es0es
cuandop=1yq=0.

La interpretacién de los resultados de la tabla es la siguiente:

1) p = 1 significa que “el candidato sali¢ electo”, mientras que
q =1 significa que “el crecimiento anual del pais fue de 7% - POr
lo tanto (p — q) = 1 indica que el candidato dijo la verdad en su
campana.

2) p=1y q=0significa que el candidato mintio, ya que sali6 electo
y el crecimiento anual no fue del 7% como lo prometio, por lo
tanto la afirmacion del candidato es falsa: (1 — 0) = 0.

3) p=0y q =1 significa que aungue no sali¢ electo hubo un cre-
cimiento del 7% anual en el pais, crecimiento que posiblemente
fue ajeno al candidato presidencial y por lo tanto tampoco mintio,
de tal forma que (0 - 1) = 1.

4) p =0y q=0 significa que el candidato no sali6 electo v que tam-
poco el crecimiento anual del pais fue del 7%, por lo tanto el
candidato no mintié respecto a la afirmacién que hizo en su cam-
pana, por loque (0 - 0)=1.

4.2.3 Proposicion bicondicional (<)

Sean p y q dos proposiciones, entonces se puede indicar la proposics
bicondicional de la siguiente forma:

beq

ALFAOMEGA
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Esto se lee como “p si s6lo si q” en donde la proposicion que representa
el enunciado (p < q) es verdadera sip es verdadera siy so6lo si g también
lo es. O bien la proposicién es verdadera si p es falsa y si sélo si g tam-
bién lo es.

Ejemplo 4.6. Considérese el enunciado “Es buen estudiante, siy solo
si, tiene promedio de diez.”

Para representar esto con notacion légica en forma de proposicion bicon-
dicional se definen las proposiciones

p: Es buen estudiante.
q: Tiene promedio de diez.

La tabla de verdad correspondiente es la siguiente:

p | g | peg
i 1
75970 0 E
0 0
G- 0 1

Como se ve en la tabla, la proposicién bicondicional solamente es verda-
dera si tanto p como ¢ son falsas o bien si ambas son verdaderas.

Usando los diferentes operadores logicos expuestos, se pueden represen-
=1 con notacion 16gica enunciados compuestos con mas de una propo-

SICION.

Ejemplo 4.7. Representar con notacion logica los siguientes enunciados:
a) “Sino estudio matematicas para computacion y no hago la tarea
de fundamentos de programacion, entonces reprobaré el semes-

tre o no podré ir de vacaciones a Cancun.”

El enunciado anterior es una proposicién condicional integrada por varias
proposiciones simples, y para representarlo con notacion logica lo primero

ALFAOMEGA
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que se hace es determinar cudles son las proposiciones simples que la in-
tegran para asignarles un nombre. En este ¢aso se tienen las siguientes:

p: Estudio matematicas para computacion.

q: Hago la tarea de fundamentos de programacion.
¥: Reprobaré el semestre.

s: Podré ir de vacaciones a Cancun.

Usando esto y los operadores correspondientes, el enunciado se expresa

como
P Aq) > (rvs)

El enunciado anterior no marca exphcutamente en dénde se deben de poner
paréntesis, sin embargo se puede inferir que sihay mas de una proposicién
antes de la palabra “entonces” o después de ella, éstas se deben de ence-
ITar entre paréntesis para no tener problemas con la jerarquia de operacién
de los conectores logicos.

b) “Si no pago el teléfono, entonces me cortaran el servicio telefd-
nico. Y si pago el teléfono, entonces me quedaré sin dinero o
pedire prestado. Y si me quedo sin dinero y pido prestado, enton-
ces no podré pagar la tarjeta de crédito, si s6lo si soy una perso-
na desorganizada.”

En este caso se tienen las siguientes proposiciones simples:

p: Pago el teléfono.

q: Me cortaran el servicio telefénico.
r: Me quedaré sin dinero.

s: Pediré prestado.

t: Pagar la tarjeta de crédito.

W: Soy una persona desorganizada.

Usando esto y los operadores, el enunciado dado se expresa como
P o>QaPo>Evs)alltas)st]ow

Es conveniente encerrar entre paréntesis cada uno de los textos separados
por punto, ya que cada uno de estos textos representa una hipétesis (varias
hipdtesis juntamente con su conclusion son parte de un teorema, como se
vera posteriormente). Se puede observar en el enunciado dado que después
de un punto y seguido aparece un conector légico “Y". En general un pun-
to y seguido significa un operador légico “A" sin necesidad de ponerlo
explicitamente, por lo que en los siguientes ejercicios ya no se pondra el
operador logico sino solamente el punto.

ALFAOMEGA
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Es mas complicado representar correctamente las proposiciones por medio
de texto que por medio de notacion 16gica, ya que por lo general no se
usan los paréntesis para agrupar informacion lo cual genera ambigtiedad.
Esto no sucede en matematicas, ya que los paréntesis permiten la evalua-
cién de la proposicion respetando la jerarquia de operacion de los diferen-
tes operadores logicos y la agrupaciéon de la informacién cuando es
necesario, ya sea para hacer mas clara la proposicion o bien para alterar
el orden de evaluacion. Sin embargo, nunca se debe abusar de los parén-
tesis ya que en lugar de hacer mas clara la proposicion la complican.

_4.43 Tablas de verdad

Por medio de una tabla de verdad es posible mostrar los resultados obte-
nidos al aplic_:a:r’cada uno de los operadores logicos, asi como el re_sultado _ Tablas de verdad
de la proposicion para todos y cada uno de los valores que pueden tener :
las diferentes proposiciones simples que integran una proposiciéon com- Las tablas de valores de verdad son
puesta. Con la tabla de verdad se puede observar con claridad el compor- | unaheramienta desarrollada por Char-
tamiento particular y generalizado de una proposicién y, con base en ello, | % Peirceen e meada dem B0 Sledlo

; ; e sin embargo mas popular el formato
determinar sus propiedades y caracteristicas. que Ludwig Wittgenstein desarrollé en

su Tractatus logico-philosophicus, pu-
Una tabla de verdad estd formada por filas y columnas, y el numero de blicado en 1918 por Bertrand Russell.
filas depende del numero de proposiciones diferentes que conforman una Se emplean en logica para determinar
proposicion compuesta. Asimismo, el numero de columnas depende del los posibles valores de verdad de una
numero de proposiciones que integran la proposicién y del numero de expresion o proposicion.
operadores logicos contenidos en la misma.

En general se tiene la siguiente expresion:
Numero de filas = 2"

donde 11 es el numero de proposiciones diferentes que integran una pro-
posicién compuesta.

Ejemplo 4.8. Construir la tabla de verdad de la siguiente proposicion:

(p->a)v(@an] < (r—q)

En este caso se tiene que Numero de filas = 2% = 8 porque son tres las pro-
posiciones diferentes (p, g, r) que integran la proposicién. Aunque también
esta q’ en la proposicién compuesta anterior, se entiende que conociendo
el valor de q es posible conocer el de q’, por lo tanto, se trata de la misma
proposicién.

ALFAOMEGA
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De acuerdo con lo anterior la tabla es la siguiente:
f Charles Sanders Peirce = '
(1839-1914)

| 0> a v
| Naci() en Cambridge, Massachussets, (p = q) iV (q’ A r)] >
Estados Unidos (10 de septiembre de ’ ’
I {3049 destin s 1914) y fue filésofo, (@’ Ar) (@Ar) | (r—aq)
16gico y cientifico. Es considerado el fun. TRt

dador del pragmatismo v el padre de la
| semiética moderna.

| Fue profesor de astronomia y mate-
maticas en Harvard, y aunque se graduo
l

|

~

o]
fi=]

o]

en quimica en la Universidad de Harvard,
nunca logrd tener una posicién académi-
Ca permanente a causa de su dificil per-
sonalidad (tal vez maniaco-depresiva) vy
del escandalo que rodeé a su segundo
matrimonio después de divorciarse de su
primera mujer, Melusina Fay. Desarrolls
su carrera profesional como cientifico en
la United Status Coast Survey (1859-189 1),
trabajando especialmente en astronomia,
en geodesia y en medidas pendulares.
Desde 1879 hasta 1884 fue profesor de
logica a tiempo par-
cial en la Universi-
dad Johns Hopkins.

a5 Tetiarse en | Ey g tahlg de verdad es conveniente colocar los valores de las proposicio-
1888 se establecid

consusequndamu- | N€S CON cierto orden, ya que una tabla de verdad ordenada permite una
f‘; ﬁﬁfg Fgﬁfl?; revision mas répida. Se debe de tener presente que aunque no se alteran
muri6 de céncer | 10S resultados si 10 se guarda un orden, al ordenar la tabla si se cambia la
ggsg:;i?tiz fgtggg colocacion de los mismos. El orden recomendado es primero colocar las
y praolifica. proposiciones ordenadas alfabéticamente y los valores de las mismas de
J menor a mayor (000, 001, 010, ..., 111), y luego las proposiciones comple-

mento requeridas.

|—3|—|—‘-l—\r—\OOOOU
=lRlololrlrloe|loa
PO ROk |(ol-|lo]| -
ClIOo|r|rkr|lo|lO|r |~
il i KSR =T I PO P S
OO |=R ||| |~

Rl (ROl |- -

=k o|lo|le|-|lo

g Por otro lado, al llevar a cabo la evaluacion se debe de
3 jerarquia de operacion:
, Ludwig Josef Johann T
Wittgenstein .
(1889-1951) Jerarquia Operador
| E s uno de los filésofos modernos funda- 12 ()
mentales que en vida publicé solamente un A ,
libro: el Tractatus logico-philosophicus, 22
que influyo en gran medida a los positivis- 3
tas 16gicos del Circulo de Viena, movirmien- =
todel quenunca se considerd parte. Tiempo 42 0
después, el Tractatus fue severamente cri-
ticado por el propio Wittgenstein en Los L Ga =5
cuadermnos azul y

marrény en sus In-
vestigaciones fi- i - e
losdficas, ambas | De acuerdo con esta tabla, lo primero que se evalta en una proposici

obras poéstumas. 25 3 = s
Fue discipulo do | ©5 lo que se encuentra entre barentesis, después la negacion

Bertrand Russell | mente la interseccion y la union, y finalmente la condicional v la bicond
en el Trinity Colle- cional :

ge de Cambridge, 2
dondg mas ta{de
e ® | Cuando existe més de un paréntesis se evaliia primero el que se encuen
mas adentro y de izquierda a derecha, es decir, si se encuentran dos
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réntesis de forma que no estd uno dentro de otro, se evalia primero el que
se encuentra mas a la izquierda. Lo mismo ocurre con los operadores con-
dicional y bicondicional, que aunque tienen la misma jerarquia de operacion
se evalia primero el que se encuentre mas a la izquierda.

Ejemplo 4.9. La tabla de verdad de la proposicion p’ — (r' v q A p)or
v @’ — p es la siguiente:

p

pP- |(vaap)
plalr|p|a|r|asp|vaap)| tvd) | (Fvaap) | ©rvg |F
olofof1|1]|1] O 1 1 4 1 0
e R T 0 1 0 0 1
gl1let1loi1] 0 1 0 1 0 1
DL {0 |0 =20 0 1 0 0 1
1090 0110 1 1 1 1 1
1/10{1{0|1]0| © 0 1 i, 1 1
Tt iero a1 ] 1 1 0 1 0 1
o R e e | 1 1 e 1 1

Aqﬁi se tiene que
F=p > (Tvgap)crvag —-p

Como se ve, primero se evalia la informacién dentro del paréntesis, pero
incluso dentro de él se debe de respetar la jerarquia de operacion por lo
que primero se evaluia la A y después la v, luego como existe otra union
se debe llevar a cabo esta operacion. Posteriormente se aplica el operador
— de la izquierda, ya que aungue su jerarquia es igual que la — de la
derecha y la <, su posicién mas a la izquierda le otorga prioridad. La eva-
luacién contintia con .a < vy finalmente la — de la derecha.

43.1 Tautologia, contradiccion y contingencia

Tautologia es aquella proposicién (compuesta) que es cierta para todos
o< valores de verdad de sus variables. Un ejemplo tipico es (p’ v p), ya
aue el resultado es verdadero para todos los valores que puede tener p,
somo se muestra en la siguiente tabla de verdad:

p| pvp
100 1
1 1
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Otro ejemplo es (p — q) < (d' — p’), cuya tabla de verdad es la sigu'iente:

Pla|p|qd| poq g —=p P—=q (@ —>p)
0: 1071 4 1 1 1

o011 17le 1 1 1

{15 o W S 0 0 1
15117050 1 1 P

Las tautologias son muy importantes en l6gica matematica, ya que al tener
un resultado verdadero para todos los valores de verdad, se consideran leye
que se pueden utilizar para realizar demostraciones de teoremas o para in-
ferir resultados de proposiciones desconocidas. Existen varias tautologias
conocidas y a continuacion se listan las mas comunes que, por supuesto,
posible verificar por medio de su tabla de verdad correspondiente:

Tabla 4.1 Tautologias corhunes

1. Adicion:

a) p=(pvaq)
2. Simplificacion:

a) (pArg)=p
3. Absurdo:

a) (p—0)=p’
4. Modus ponens:

a) [pArlp—ql=gq
5. Modus tollens:
a) [P>a)rq]=p
6. Transitividad de la bicondicional:
a) [pPeaa@orn=por
7. Transitividad de la condicional:
a) [(P=ada(@>1]= o1
8. Extension de la condicional:
a) P>a)=[Pvr)—(qvs)
b) P>a)=[(par) - (qns)
) P=>ad)=[g—1) - (p-1)
9. Dilemas constructivos:
a) [P=aar—s)= [(Pvr)—(qvs)]
b) [P alr—s)]=[(par)—(gas)
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‘Todas las tautologias de la lista anterior tienen la siguiente forma:
P=0Q
esto es, si P entonces Q.

Cuando se tiene una proposicién con letras mayusculas, como en el caso
=nterior, se entiende que esa letra mayuscula equivale a una proposicion
compuesta y que como tal esta formada por varias proposiciones més sim-
ples indicadas con letras mindsculas y conectadas por medio de operadores
Dg1COS.

‘Para probar que las proposiciones anteriores son tautologias, se debe de
e=mbiar el simbolo = por — y evaluar la proposicién en la forma normal.
‘Por ejemplo, la tabla de verdad de [(p — @) A q]=p es:

R

p lalp |d| poa| Poard (poa@Aad]—=>p
g 0| 111 1 1 v 1
B 1{ 119 ) 0 1
10 0|1 0 0 1
e b1 1704 |0 1 0 1

43.2 Contradiccion

Se dice que una proposicion es una contradiccion o “absurdo” si al evaluar
=sa proposicion el resultado es falso, para todos los valores de verdad. La
contradiccién mas conocida es (p A P') como se muestra en la siguiente tabla
de verdad.

p p | pAp
0 1 0
i 0 0

Por ejemplo considérese
p: La puerta es verde.

Entonces la proposicion p A p’ equivale a decir que “La puerta es verde y
12 puerta no es verde”. Por lo tanto, ocurre una contradiccion.

1a contradiccién p A P’ se usa con frecuencia en la demostracién de teo-
remas, va que si en ésta se obtiene que p es verdadera y p’ también lo
25, resulta que p A p’ es verdadera, Pero como se sabe que esto es una
-ontradiccién entonces se puede concluir que el teorema es falso. Mas
adelante se vera con todo detalle la utilidad de la contradiccion.

129
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—  Inferencia l6gica

En relacion con la inferencia I6gica se
tienen la inferencia inductiva en la que
el proceso logico va de lo particular a
lo general, la inferencia deductiva que
se caracteriza por ir de io general a lo
particular y por tener asociados los
modos de inferencia conocidos como
modus ponendo ponens y modus
tollendo tollens, y la inferencia trans-
ductiva que va de lo particular a lo

particular o de lo general a lo generau

ATFANMTEM A
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4.3.3 Contingencia

-

Una proposicién compuesta cuyos valores, en sus diferentes lineas de la
tabla de verdad, dan como resultado unos Yy ceros se llama contingencia,
Inconsistencia o falacia. Practicamente cualquier proposicién que se inven-
te por lo general es una contingencia. Considérese el siguiente ejemplo:

A

Pla|p|d| avp [(@vp)=>p | [(@vD)>Dp]ag
g 1 0
g qal 2] o 0 1 1
100 Lo a4 0 0
AT 1 0 0

Tomando en cuenta el resultado ﬁnal de esta tabla se dice que se trata d
una contingencia.

4.4 Inferencialogica

Los argumentos basados en tautologias representan métodos de razo
miento universalmente correctos. Su validez depende solamente de
forma de las proposiciones que intervienen y no de los valores de verd.
de las variables que contienen. A esos argumentos y a la forma en que
relacionan entre si se les llama reglas de inferencia, y éstas permiten
lacionar dos o mas proposiciones para obtener una tercera que es valid
en una demostracion.

Ejemplo 4.10. Considérese el siguiente argumento:

e Siesun gato, entonces come carne.
e Sicome carne, entonces es felino.

~. 51 es un gato, entonces es felino.
Sean las proposiciones:

p: Es un gato.
q. Come carne.
r: Es felino.
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Utilizando éstas, el argumento anterior se puede representar con notacion
légica de la siguiente manera:

bPp—>q
qor

LApor

Obsérvese que en esta regla de inferencia se parte de que las proposicio-
nes p — qy q— r son verdaderas, porque son hipotesis y parte del enun-
ciado, para obtener con ellas y la inferencia logica la proposicién p — r que
también se considera valida. Con esto no se quiere decir que las tres pro-
posiciones son tautologias y que sus resultados en una tabla de verdad
son siempre verdaderos en todos sus casos, sino que dichas hipdtesis v la
proposicion obtenida con la regla de inferencia deberan considerarse ver-
daderas, porque integrandolas forman un argumento valido y por supues-
to verdadero (posteriormente se vera cudles deben ser las caracteristicas
de los argumentos véalidos). ‘

Ejemplo 4.11. Considérese el siguiente argumento: i,

* Bajan los impuestos.
e Sibajan los impuestos, entonces el ingreso se eleva.

. El ingreso se eleva
Sean las proposiciones:

p: Bajan los impuestos.
q: El ingreso se eleva.

Utilizando éstas, el argumento anterior se puede representar con notacion
logica de la siguiente manera:

b
P—q
L q

=n el ejemplo 4.10 se aplicé una regla de inferencia conocida como “silo-

E=mo hipotético”, mientras que en el ejemplo 4.11 se utilizo la que se

monoce como “Modus ponens”. Las proposiciones a las que se les aplica

2a regla de inferencia pueden ser bastante complejas, sin embargo la

sroposicion obtenida sera valida siempre y cuando se respete la forma de

& regla de inferencia.
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Ejemplo 4.12. Considérese el siguiente argumento:

(p—58)va - (@' As)
(@’ As)— (s’vp)
((P—8)vq)—>(sVvp)

Obsérvese como en este caso se esta aplicando el silog_isino ih,ip%t‘é'tj‘ido L6
mostrado en el ejemplo 4.10. Aquip es ((p — §') v d,ges(q@’As)yres
(s’ v p). i

En la tabla 4.2 se listan las principales reglas de inferencia que se pueden

aplicar en una demostracion.

Tabla 4.2 Reglas de inferencia

4

10. Adicién 14: Conjuncién
D =D
LSPhbvq o =
P
11, Simplificacién 15. Modus ponens
baq b :
o= P—q
Sl
12. Silogismo disyuntivo 16. Modus tollens
pvqg Pp—>q
p! q’ 3

S| : : : 2P

13. Silogismo hipotético
P—>dq
gq-r

Sip —F
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Las reglas de inferencia permiten la creacion de nuevas proposiciones a
partir de informacién conocida. Posiblemente la obtencion de la nueva
proposicion no sea dificil, pero si el determinar qué regla de inferencia se
S=bera usar para obtener una proposicion que sea de utilidad.

l4.5 Equivalencia légica

Se dice que dos proposiciones son logicamente equivalentes, o simple-
mente equivalentes, si coinciden sus resultados para los mismos valores
de verdad, y se indican como p =g 0 bien como p < @.

Ejemplo 4.13. Considérese la siguiente tabla.

:
|
plajp|ad|p—a|a—p|ad—-p [P-ad)rl@—p)| pPed
i B S ) 1 1 1 il 1
i e 10 i} 0 1 0 0
! el ol 0 1 0 0 0
':. 111020 1 1 1 1 e
Equivalentes Equivalentes

En esta tabla se puede observar que p — ¢ es logicamente equivalente a
su contra positiva @ — p’ ya que coinciden en todas sus lineas, por lo
tanto, se dice que (p—>a)=(q" — p’). También la interseccion de una pro-
posicién condicional con su reciproca es logicamente equivalente a la
proposicion bicondicional, de manera que lp=>a)Al@—pl=(pea

Existen varias proposiciones logicamente equivalentes, que son de gran
atilidad en la demostracién de teoremas; en la tabla 4.3 se presenta una
lista de éstas.

Tabla 4.3 Proposiciones equivalentes

17. Doble negacion
a) p’=p
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18

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

IV. Locica MATEMATICA

. Leyes conmutativas

a) (pva)=(avp)
b) (pArg)=(gADp)
c) (poa)=(qep)

Leyes asociativas

a) [(pva)vrl=[pv(gvy]
b) [[parg)arl=I[pA(gaD]

Leyes distributivas

a) lpvi@anl=ieva vyl
b) [pAa(@vDl=llprg)v(pan] -

Leyes de idempotencia

a) (pvp)=p
b) (pAp)=p

Leyes de Morgan

a) (pva)=(rd)
b) (prq)=(p’'va)

Contrapositiva

a) P-qg=(q—p)
Variantes de la condicional

a) (p-a=(@vaq
b) (p—=aq)=(PArq)
c) (pva)=(p’'—>q)
d Pag)=(p—aY)
e) (p->1al@—>nl=lprq)—1]
D) (p>Dal@-1l=lp—(Gan)]

Variantes de la bicondicional

a) (pﬁq)s[(p'—>q)f\(q—>p).l
b) (peq)=[p’'va)a(dvp)l
c) (pea=lpArg) vip Aq)l
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26. Contradiccion

a) (pAap)=0

27. Ley de identidad

a) (pv0)=p
b) (pvi=1
c) Pa0)=0
d) (pvp)=1
e) (prl)=p

) Prava)=q

28. Disyuncion exclusiva

a) peg=(pPpeoaq)

Es posible demostrar que dos proposiciones son logicamente equivalentes,
no solo por medio de una tabla de verdad como se hizo anteriormente, sino
tambien con apoyo de las restantes equivalencias 16gicas.

Ejemplo 4.14. Usando equivalencias loégicas demostrar que:
Peoa=lp—aala—p)l
Demostracion:

(po @) =[P - a) rdg - D)]

vaavda)=@ vadA(pvag) Aplicando 18a

bido a su utilidad en la demostracion de teoremas, en la tabla 4.4 se
sentan las principales tautologias, reglas de inferencia y equivalencias
icas.
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=

Augustus De Morgan
(1806-1871)

Fue un matematico y logico inglés
nacido en la India. Fue profesor de mate-
maticas en el Colegio Universitario de
Londres entre 1828 y 1866, y el primer
presidente de la Sociedad de Matemati-
cas de Londres. De Morgan se interes¢ |
especialmente por el dlgebra y escribio
varias obras de logica. En la moderna
logica matematica, llevan el nombre de
De Morgan las siguientes leyes funda-
mentales del dlgebra de la logica: «la
negacion de la conjuncion es equivalen-
te a la disyuncion
de las negaciones»;
«la negacion de la
disyuncion es equi-
| valente a la conjun-
i cion de las nega-
! ciones».

Su obra principal
‘| es La logica formal
o el calculo de infe-
| rencias necesarias y

probables (1847).

De aqui se nota claramente que se trata de una equivalencia logica.

Ovaal@vp)=@ va)ald vp) Usando equivalencias 25b y 24a
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_'E'-abla 4.4 Expresiones utiles para la demostracién de teoremas*

IV. LocicA MATEMATICA

Tautologias Reglas de inferencia Equivalencias logicas
1. Adicién 10. Adicion 17. Doble negacion
~a) p=(va p a) p’=p
2. Simplificacion e pva 18. Leyes conmutativas
a) (PAg)=D | 11. Simplificacion a) (pva)=(gvp)
3. Absurdo e b) pAag=(gap)
a) P>0)=p .C) pe CI).E (-q < p)
4. Modus ponens “p 19. Leyes asociativas
a)lprp—al=q 12. Silogismo disyuntivo i;; }g : g; /\i H = Ep : Eg v 3}
e NMudusGlleln A 20 i.eves distributi_v:s =
. p 5
2 lppaloalaDaas © a) Ipviganl=lpva vl
6. Transitividad de la bicondicional R b) [pA(@vDl=[pAq) v (pan]
a) [(pega@eon=ber) 13. silogismo hipotético |54 Leyes de idempotencia 3
7. Transitividad de la condicional P—oa a) (pvp)=p
allp-adalg->nl= (-1 gt b) (pAD)=p
8. Extension de la condicional e 22. Leyes de De Morgan
a) (b->a)=[pvy-(gvs) e a) (pva)=(rq)
b) P> =[pAr)—>(qas) 14. Conjuncién b) (BAq) =@ va)
c) : p-a=la—n-p->1] b 23, Contrapositiva
9. Dilemas constructivos q a) (p>a)=(q —>p)
a) [p->anr@r=s)]=(pvy)-—(qvs) S I 24. Variantes de la condicional
b) e~ Ar—=s)l=[prD)—(@r8)] |15 Modus ponens b Dl
p b) p—>al=(prg)
Pp—q c) (pval=(p'>aq)
e d) (pagl=p—q) ]
S e) lp->nal@—>nl=lpag) 1|
16. Modus tollens f) lo»aalp—al=lpolaan] |
p—=4a 25. Variantes de la bicondicional
a a) (0 @) =[O - A(g—>Dp)
D b) (pea)=[('va al@vp)l
c) peoa=lpagv@ gl
26. Contradiccion
a) (pAap)=0
27. Ley de identidad
a) (pv0)=p
b) (pv1)=1
c) (pA0)=0
d) bvp)=1
e) (pal)j=p
f) (brava)=q
28. Disyuncion exclusiva.
a) Pea=@eaq)
*De acuerdo con la informacion de esta tabla, en las demostraciones se cita el nimero y el inciso de cada regla
utilizada, por ejemplo si de la regla 25 se aplica el inciso ¢ se indicara 25¢.
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4.6 Argumentos vélidos y no validos

Un argumento consiste en una o mas hipotesis y una conclusion, de forma
‘gue la conclusion se apoye en las hipotesis. También se puede considerar
‘2 un argumento como una serie de proposiciones interrelacionadas que
conforman una proposicién mas compleja, a la cual se le llama teorema.
‘Todos los argumentos necesitan de una o mas proposiciones iniciales, y a
‘estas proposiciones iniciales se les llama hipdtesis. La conclusion de un
‘argumento o teorema es una consecuencia de las hipotesis, por esa razén
‘se requiere que las hipotesis sean convincentes y explicitas.

En general los argumentos 10gicos a tratar tienen la siguiente forma:
P=Q

La proposicion P esta integrada por proposiciones mas simples llamadas
Bipotesis, las cuales se encuentran relacionadas por el operador 16gico A,
7 Q es la conclusion del teorema que también puede estar conformada por
una o mas proposiciones simples, de tal manera que el argumento puede
tener la siguiente forma:

(P1ADP2A...ADY)=q

2n donde p;, Pa,..., Pn son las hipotesis y g es la conclusion del razo-
‘namiento.

La validez del argumento depende de la estructura existente entre las
hipdtesis y la conclusién, ya sea por la forma de conectar las hipdtesis con
1a conclusion o por la veracidad de la conclusion misma. La validez es una
‘propiedad de los argumentos. Un argumento puede tener otras propieda-
des como claro, confuso, endeble, convincente, grande, pequeio, feo o
‘Dbonito v sin embargo puede no ser valido.

Hay argumentos que son validos, mientras que otros no lo son. A conti-
nuacion se ilustra esto en los siguientes ejemplos.

'Ejemplo 4.15. Caso en el que el argumento es valido, y tanto las hipo-
tesis como la conclusion son verdaderas.

Considérese lo siguiente:

“T.as aves son oviparas. El gorrién es ave. Por lo tanto; el gorrién es ovi-
paro.”
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Considerar que:

p;: Las aves son oviparas.
P2: El gorrion es ave.
q: El gorridn es oviparo.

Toda la informacién que se encuentra antes del término “Por lo tanto”
conforma las hipotesis. Lo que separa a una hipétesis de otra es el punto
y seguido, el cual se representa por una interseccién entre cada una de las
hipotesis. Por otro lado, la parte que esta entre la palabra “Por lo tanto” v
el punto final del enunciado, es lo que se conoce como conclusién. Dicha
conclusion puede estar integrada también por mas de una proposicién. De
esta forma el enunciado anterior se puede representar con notacion logica
de la siguiente manera: ;

P1AaD2=4q

Como tanto hipétesis como conclusién son verdaderas (p1=1,p2=1,g=1),
entonces se trata de un argumento valido ya que:

£

1A1=1
1151
1-1

1

Ejemplo 4.16. En este caso se muestra que un argumento también es
valido cuando todas o alguna de las hip6tesis es falsa, v la conclusion
es verdadera.

Considérese lo siguiente:

“Las mujeres son jovenes. Miss universo es mujer.

En conclusién, miss universo es joven.”
A partir de esto se definen:

P:: Las mujeres son jovenes.
P2: Miss universo es mujer.
q: Miss universo es joven.

En el enunciado anterior la caracteristica de joven es dificil de evaluar, yva
que depende con quién se compare, pero suponiendo que una mujer es
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joven si tiene entre 17 y 30 afios entonces se puede decir que p, es “falsa”,
porque hay mujeres que no son jovenes; p; es “verdadera” y g es “ver-
dadera”. Aunque se tienen hipétesis falsas (con una que sea falsa es
suficiente) v la conclusion verdadera, entonces el argumento es comple-
tamente valido. Considerando p; =0, p2 =1y g =0 se tiene:

0Al=1
0-1
1

Hay que observar que para evaluar la validez de un argumento, se toma
como base la proposicién condicional. ;

Ejemplo 4.17. Caso en el que el argumento es vélido, y las hipotesis y
la conclusion son falsas.

Considérese lo siguiente:

“Los alemanes son de raza negra. George Bush es de raza negra. Por lo
tanto: George Bush es aleman.”

A partir de esto se definen:

p1: Los alemanes son de raza negra.
P2: George Bush es de raza negra.
a: George Bush es aleman.

En este caso las hipotesis py, Pa, v la conclusion ¢ son falsas, sin embargo
el argumento se considera valido.

Utilizando notacion logica, el argumento anterior se puede evaluar de la
siguiente forma:

0A0=0
0-0
1
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Ejemplo 4.18. Un argumento no se considera vélido, si esta integrado
por hipétesis verdaderas y conclusion falsa.

Considérese lo siguiente:

“c?=a’ + b? - ¢? = a® + b se aplica a tridngulos rectangulos, Por 1o tanto;,
es la segunda ley de Newton”. &3

Sean:

Pi: c“=a D2
p;: ¢®=a’+ b? se aplica a triangulos rectangulos.
a: Esla segunda ley de Newton.

En este caso p; y p, son “verdaderas” porque ¢? = a + b? es aplicable a
triangulos rectdngulos, ya que se trata del teorema de Pitégoras. Sin em-
bargo, al tener una conclusién falsa se dice que el argumento es invalido.

En términos de notacién légica y sust‘i{uyendo valores se tiene que:

PiABP2=4q
1A1-0
1-0

0

L2 for
B0 Se |
serdac

{ ; cas
Cuando los argumentos se expresan en nuestro propio lenguaje se debe

de tomar en cuenta el contexto, ya que se dan muchos supuestos, coma
sucede en el ejemplo 4.17 en donde una de las proposiciones es “ George
W. Bush es de raza negra” y se refiere al presidente de Estados Unidos que
Se supone que es conocido y que por lo mismo se sabe que no es de raza
negra, sin embargo podria haber alguien que se llame igual y si sea de
color, de forma que algo que se considera falso resulta ser verdadero para
algunos. Esto es parte de los riesgos que se corren cuando se trata la ar-

4.6.1

3asica;
ductive

s FEnt

gumentacion légica. de u
hipa
Cuando no se sabe si las proposiciones que integran un argumento son caci
falsas o verdaderas, es necesario probarlo en todos los casos posibles, te- dato
niendo en cuenta que un argumento no es valido solamente cuando £l que
partir de hipdtesis verdaderas se desprende una conclusion falsa, esto es. noci
cuando 1 — 0. caso
Un a
hipét
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Ejemplo 4.19. Considérese el siguiente argumento:
@rp)at—=a)=r

En este caso no se sabe si p, g o r son verdaderas o falsas ya que no re-
presentan una proposicion conocida y a la cual se le pueda asignar un
valor con exactitud, sin embargo resulta que este argumento es valido, ya
que si se elabora la tabla de verdad, para todos los valores posibles cue
pueden tomar p,  y I, Se encontrara gque en todos los casos el argumento

es verdadero; esto es, se trata de una tautologia y por lo tanto es argu-
mento valido. =

Ejemplo 4.20. Considérese el siguiente argumento:
poral@vi=(q—p)

En este caso se trata de un argumento no valido, ya‘q/ue cuando p=:1c
a=1yr=0setiene que el argumento es falso.

La forma mas facil de determinar si un argumento es valido o no, cuando
no se tienen los valores de las proposiciones, es por medio de la tabla de
verdad. Si se trata de una tautologia se dice que el argumento es valido,
en caso contrario el argumento es invalido.

ic se debe

S, COMY ¥ 4.6.1 Tipos de argumentos
“George
nidos que = - . N | l
e Basicamente existen dos tipos de argumentos logicos: deductivos e in-
si sea de | ductivos.
dero para

tratalaar- © ° En un argumento deductivo se va de lo general a lo particular, se trata
de un procedimiento que parte de un teorema que esta formado por
\ hipétesis y una conclusién. Se puede decir que se inicia con una expli-

ento son cacion razonable para describir el comportamiento de un conjunto de
sibles, te- * datos, y que esa explicacion se representa por medio de un teorema
cuando a que debera demostrarse formalmente por medio de leyes y reglas co-
a, esto es, nocidas (tautologias, reglas de inferencia y equivalencias légicas en el

. caso de logica matematica). El argumento podré ser valido o invalido.
Un argumento deductivo valido se define como aquel que siendo sus
. hipoétesis ciertas, la conclusion también lo es.

ALFAOMEGA



142

ALFAOMEGA

IV. Locica MATEMATICA

e Enun argumento inductivo se va de lo particular a lo general, se puss
decir que es el conjunto de observaciones y datos cuya tendencia g
mite visualizar o generalizar el comportamiento de un evento. La ve
cidad de sus conclusiones se va reforzando con la generacion de mas
mas datos que apuntan en una misma direccion.

En la practica existen formas de argumentacion que no cumplen con ¥
requisitos de los argumentos deductivos o inductivos, sin e_mbérgb en es
libro solamente se tratara la demostracién formal para argumentos dedz
tivos e inductivos debido a que son considerados como los mas riguros
y conflables.

4.7 Demostracion forma[:'

Generalmente los argumentos légicos son razonamientos resultantes de
enunciado de un problema que es posible representar, usando notaci )
légica, como una proposicién condicional integrada por varias proposi i
nes simples, siempre y cuando se identifiquen claramente las proposicions
simples y los conectores 1égicos que unen dichas proposiciones. Como s
planted anteriormente, por lo general a la proposicion condicional que re
sulta del planteamiento dZ/un problema se le llama argumento o teorem
y tiene la forma P = Q, etA donde P ¥ Q son proposiciones compuestas.,
las proposiciones que integran a P y que estan conectadas por operadore:
A se les llama hipotesis y a la proposicién Q se le llama conclusion.

Los teoremas representados con notacion légica, producto de un razonamien
to, se pueden demostrar usando el “Método directo” o bien el “Método pe
contradiccion” (que son métodos de demostracion deductivos). Dependien
do de la naturaleza del teorema, algunas veces es mas sencilla la demos
tracion por el método directo y algunas veces es mas facil si se utiliza &
meétodo por contradiccion.

4.7.1 Demostracion por el método directo

Supongase que P = Q es el teorema resultante del planteamiento de
problema usando para ello notacién légica, y que P y Q son proposiciones
compuestas en las que interviene cualquier niimero de proposiciones sim
ples que conforman una serie de hipétesis consideradas verdaderas. Se
dice que Q se desprende légicamente de P, v que por lo tanto el teorema
P = Q es verdadero. Sin embargo también P = Q puede ser falso,
Se presenta alguna inconsistencia en la demostracién 0 planteamiente
inicial.

Si

P=(p1ADpya... Apy)
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Q=q

‘=ntonces el teorema por demostrar toma la forma

pn los ! (P1ADP2A ... AP =0

=n donde p4, P2, -.. , Py SO hipotesis que se consideran verdaderas, ya
‘gue son parte del planteamiento del problema, v g es la conclusion a la
‘oual se debe llegar para demostrar la validez del teorema, usando para ello
r=glas de inferencia, tautologias, equivalencias légicas y las propias hipo-
=sis del problema. En la demostracion se deben de colocar primero las
mipotesis, seguidas de las proposiciones obtenidas al aplicar reglas de
‘mferencia, tautologias y equivalencias logicas, hasta llegar a la conclusién.
“odas las lineas de la demostracion se deben de numerar, con el fin de
=yitar confusiones en la obtencion de nuevas proposiciones que se deben
‘considerar verdaderas.

En general, las demostraciones formales deben de tener el siguiente for-

mato.
Ll Dq
2.~ D2
n.- Pn
(n"' 1)-_ Pn1
(m_l)-_ Pm-1
m.— q

Las lineas 1 a n son las hipotesis resultantes del enunciado a demostrar,
¥ siempre se colocan al principio de la demostracién. Las lineas (n + 1) a
‘m — 1) son proposiciones obtenidas usando reglas de inferencia, tautolo-

obtenida.

Se puede decir que la demostracion de un teorema dependera de la 16gica
=mpleada por cada persona para relacionar la informacién que ya conoce
por medio de reglas de inferencia, tautclogias o equivalencias logicas

‘gias o equivalencias légicas, v finalmente la linea m es la conclusion ¢
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hasta llegar a la conclusién, V que el camino no es tnico. Algunas personz
demostraran el teorema por un camino corto y otras llegaran a la solucia
por una ruta mas larga, porque la vinculacién I6gica de informacién =
diferente en cada caso. Realmente la demostracién de un teorema es equ
valente a resolver un problema de la vida real, y como en ésta cada perss
na puede tener un procedimiento diferente para llegar a los misma
resultados siendo algunos mejores que otros porque dependen del mane
jo légico de la informacién, de las herramientas utilizadas y de la'experies
cia del propio sujeto. he

No todas las personas logran resolver un problema determinado, sobre tod
sinunca antes se han enfrentado a ese tipo de problema. Sucede lo misme
en logica matematica: no todas las personas llegan a demostrar un teorems
dado, ya que esto requiere de un razonamiento 16gico para vincular la in
formacion. También es importante mencionar que no todos los problema:
se pueden resolver de la misma manera, ademas de que no todos los tes
remas son verdaderos, en cuyo caso es necesario demostrar que son falsos
lo cual se analizara mas adelante.

Si esta bien planteado el problema, el nimero de hipétesis (1 a la n) ne
cambia, sin embargo el niimero de proposiciones obtenidas entre (n+1)

(m — 1) varia dependiendo de las reglas de inferencia, tautologias o equi-
valencias logicas que cada persona utilice para llegar a la conclusién.

En el ejemplo 4.21 se demuestra un enunciado y se explica el uso de las
herramientas légicas.

Ejemplo 4.21. Sean las siguientes proposiciones:

p: Trabajo.

q: Ahorro.

r: Compraré una casa.

s: Podré guardar el coche en mi casa.

A partir de esta informacién represéntese el siguiente enunciado en forma
de teorema usando notacién légica, y llévese a cabo la demostracion formal
aplicando el método directo.

“8i trabajo o ahorro, entonces comprare una casa. Si compro una casa,
entonces podré guardar el coche en mi casa. Por consiguiente, si no puedo
guardar el coche en mi casa, entonces no ahorro.”

En el enunciado anterior, cada parrafo separado por punto y seguido es
una hipdtesis hasta llegar a una frase como “Por consiguiente”, “Por lo
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tanto” o “En conclusién”, ya que después de esa frase toda la informacién
formara parte de la conclusion.

Como el planteamiento se debe representar en la forma P = Q, la informa-
cién que pertenece a cada elemento es como se muestra a continuacion.

P = Q
Si trabajo o ahorro, entonces compraré | Por si no puedo guardar
una casa. Si compro una casa, entonces | consiguiente el coche en mi casa,
podré guardar el coche en mi casa. entonces no ahorro

Como se ve, P puede estar integrada por varias hipotesis, cada una de
ellas separada por un punto y seguido, y para completar €l teorema es
necesaria su conclusion correspondiente Q. i

P = Q
Si trabajo o ahorro, | . | Sicompro una Por si no puedo
entonces compraré casa, entonces consiguiente | guardar el
una casa podré guardar el coche en mi
coche en mi casa casa, entonces
no ahorro
(pva) —r A I—S = s —-dq

En el cuadro anterior, P esta integrada por dos hipotesis

(pva —>r
r—s
Mientras que Q sdlo es la proposicion condicional

s >q
Tomando en cuenta esto, el enunciado en forma de teorema es el siguiente:
(pva)—ralr—=sl=[s—>al
La forma general de este enunciado es:

(P1AP2A ... AP =a

A continuacién se demuestra el teorema, sefialando en cada paso la tau-
tologia, regla de inferencia o equivalencia logica que se usa en la demos-
tracion.
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1. (pvg) —>r Hipotesis

2. 1558 Hipotesis

3. a—>(qvp) Adicién; 1

4 gq—(pva) 3; ley conmutativa; 18a

b. g—>r 4, 1; silogismo hipotético; 13 _
6. s 5, 2; silogismo hipotético; 13 3
T8 6; contrapositiva; 23 ;

Como se ve, lo primero que se coloca en la demostracion son las hipétesis,
ya que es informacion conocida del problema. La linea 3 es la tautologia 1,
[p = (p v q)], que en este caso no se aplico a ninguna linea sino que se
extrajo directamente de la lista de tautologias, se cambié = por — y
se cambio6 la letra p por q y q por p, por conveniencia. Para obtener la linea
4, se aplico a la informacion que se encuentra en la linea 3 1a equivalencia
l6gica (18a). En la linea 5 se utiliz6 la informacion de las lineas 4 v1yse
aplico la regla de inferencia (13). En la linea 6 también se usé el silogismo
hipotético, pero ahora fue aplicado a la informacién de las lineas By 2
Finalmente se aplico a la informacién de la linea 6 la equivalencia logica
(23) para obtener la conclusion.

Como se menciono, el procedimiento para demostrar un teorema no es
Unico sino que depende de cada persona. A continuacién se presenta otra
forma de demostrar el mismo teorema.

1. (pvag) —>r Hipotesis

2. I8 Hipétesis

3. bvg)—s 1, 2; Silogismo hipotético; 13
4. s > (pva) 3; Contrapositiva; 23

5 s’ > (p'Aq) 4; Ley de De Morgan; 22a

6. (@ADP)—>q Simplificacion; 2

7. P rd)>q 6; Ley conmutativa; 18b

8. 5> 5, 7; Silogismo hipotético: 13

Obsérvese como las equivalencias 16gicas, como es el caso de la ley de De
Morgan para obtener la linea 5, se pueden aplicar a toda la linea o parte
de ella. Sin embargo, las reglas de inferencia requieren de una o mas lineas
completas con el formato de la regla, para poderse aplicar, como es el caso
del silogismo hipotético para obtener la linea 3, que requiere de la infor-
macion que se encuentra en las lineas 1y 2.
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"= probable que las tautologias causen un poco de confusion en relacién
=n la forma en que se aplican en las demostraciones, ya que se puede

er parte de la tautologia en una linea y colocar el resto en otra, como
== muestra a continuacion.

Suzpongase que en una demostracion se tienen las siguientes lineas:

T (p > q)vs 5; Adicidn; 1

==almente la tautologia que se esta aplicando a la linea 5 es la adicién p =
‘D v q), porque teniendo p, que en este caso p = (p — q’), se puede obte-
mer(pvq),queenestecaso (pvag)=[(p - q)vs]

a2 mayoria de estas reglas vienen en dos presentaciones, una como tau-
=ologia y otra como regla de inferencia, de tal forma que en lugar de indi-
=1 que se aplico la adicién 1 en la linea 7, se pudo haber indicado que se
=plico la regla de inferencia 10, que también es una adicién.

tautologias no necesariamente se tienen que aplicar a una linea, sino
Tue se pueden extraer de la lista y colocarse en la demostracién como se
‘muestra a continuacion:

6. [[(r va)=plas—=al=Ilrvag — p] Simplificacién; 2

En este caso se extrajo la tautologia (p A q) = p de la lista y se colocé en la
Z=mostracion, por lo tanto no es necesario que se indique a qué linea se
=plico, solo se requiere indicar qué tautologia es y qué numero tiene. Ob-
==rvese como 1o inico que se debe guardar es la forma, ya que para aplicar
=tegla se consideré que p=[(r vq) > p’lyqueg=(s"— q).

7.2 Demostracion por contradiccion

procedimiento de la demostracion por contradiccion es semejante al del
stodo directo, con la diferencia de que las lineas iniciales de dicha de-
stracién no son unicamente las hipotesis, sino que ademas se incluye
linea con la negacion de la conclusién. Se debe de tener presente que

objetivo de la demostracion es llegar a una contradiccion de la forma
Ap)=0.
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Ejemplo 4.22. La demostracion por contradiccion del teorema
[bva)—rialr—sl=[s > q]

es la siguiente:

1. (pvg) —>r Hipotesis
2.1r>s Hipotesis ‘
3. (s>q) Negacion de la conclusién
4. [(s' Aq’)T 3; Variantes de la condicional 24b
b. s'AQ 4. Dob;e negacion; 17
6. s 5; Simplificacién; 11
7. q 5; Simplificacion; 11
8. (pvag) —s 1, 2; Silogismo hipotético; 13
9. 8" > (pva) 8; Contrapositiva; 23-
10. 8" = (p' A @) 9; Ley de De Morgan; 22a
11. (p’ A @) 6, 10; Modus ponens; 15
12. q 11; Simplificacién; 11
13. gr q 7, 12; Conjuncién; 14
14. 0 13; Contradiccién; 26

El llegar a un valor de cero significa que el teorema es falso, pero como se
considero como verdadera la negacién de la conclusién ¥y se coloco en la
demostracion, realmente lo que se esta demostrando es que el teorema
[(pva)—-rlalr—s]l= [s'— q] es verdadero.

En este caso el procedimiento por contradiccion resultd mas complejo, pero
no siempre es asi ya que existen teoremas que son mas faciles de demos-
trar por contradiccion.

Enla demostracion por contradiccion del ejemplo 4.22 no era necesario llegar
a la contradiccion con la proposicién g como de hecho ocurrio, q A ¢, sino
que se podria haber llegado a la contradiccién de p, ro's. Cualquiera de ellas
es valida para la demostracién del teorema.

Ejemplo 4.23. Representar el siguiente enunciado en forma de teorema
usando notacioén 16gica, y hacer la demostracién formal mediante el méto-
do directo y por contradiccion.
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“Si no le acelero al automovil, entonces el automovil no correra. Si
no le freno al automévil, entonces el automoévil no se detendra. Si el
automévil no corre o no se detiene, entonces el automoévil esta fa-
llando: De tal manera que si el automévzl no esta ﬁa]lando entonces
puedo acelerar y frenar el automov : '

~ Seanlas siguientes proposiciones:

p: Le acelero al automovil.
q: El automovil corre.

r Le freno al automovil.

s: El automovil se detiene.
t: El automovil falla.

A partir de estas proposiciones y del enunciado dado se obtienen las hi-
- pdtesis y la conclusion siguientes:

pP-aq Hipotesis

r—s' Hipotesis "
(dvs)—>t Hipotesis

v > ([DAr) Conclusion

~ Entonces el teorema por demostrar queda integrado de la siguiente
- forma:

D> dlAlr > sTAlld vs)= [t — (pAD]

Demostracion del teorema mediante el método directo:

1. p'—>4q Hipotesis

2. rr—-s Hipotesis

3. (gvs)—t Hipotesis

4. [p' > dlalr =51 1, 2; Conjuncién; 14

5. (p'vr)—(q vs) 4; Dilema constructivo; 9a

6. (p'vr)—>t 5, 3: Silogismo hipotético; 13
7. t = (' vr) 6; Contrapositiva; 23

8.

t'—>(paX 7; Ley de De Morgan; 22a

ALFAOMEGA -




150 IV. LoGIcA MATEMATICA

Demostracion del teorema por contradiccion:

1. pPoq Hipotesis
2.1r—>s Hipotesis
3. ([qvs) =t Hipdtesis
4. [t > (pAn)] Negacion dela conclusion - 1
5. [tv(pAD] 4; Variantes de la condicional: s
6. t'A(parx) 5; Ley de Morgan; 22a
7ot ~ 6; Simplificacion; 11
8. par)y 6; Simplificacion; 11
9. [0 >qlAlr > 5] 1, 2; Conjuncién; 14
10. (p'’vr)—=>(q' vs) 9; Dilema constructivo; 9a
11. (pAY) — (g’ vs) 10; Ley de De Morgan; 22b
12. (pAY) >t 11, 3; Silogismo hipotético; 13
1351 8, 12; Modus ponens; 15
14. t' At 7, 13; Conjuncién; 14
15. 0 14: Contradic;:ién; 26

Es recomendable que las proposiciones que integran la contradiccién sean
simples, como se muestra en la linea 14. Por lo general, una de ellas se
obtiene al relacionar la negacion de la conclusion con las demas proposi-
ciones, y la otra resulta de la vinculacién de las hipétesis resultantes del
planteamiento.

Por dltimo, hay que tener presente gue no existe una forma tinica de hacer

una demostracion, ya que siempre y cuando no se violen las reglas, cada
persona puede usar un procedimiento diferente.

4.8 Predicados y sus valores de verdad

Lalogica de proposiciones es muy buena para inferir informacién cuando &
posible determinar claramente si una proposicion es falsa o verdadera, pes

en la vida real practicamente nada es totalmente falso o totalmente verd:
dero, ya que influyen muchos factores. El problema de la logica de propos
ciones es gue no puede trabajar con proposiciones en donde ur
gran cantidad de elementos cumplen con ciertas caracteristicas V Ootros «

ALFAOMEGA
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Sea la proposicion:
p: La puerta es verde.

£Qué pasa si la puerta es verde a medias, es decir, si tiene €espacios sin
pintar? A pesar de esto, en la 16gica proposicional se tiene que especificar
sip es falsa o verdadera.

La logica de predicados, o 16gica de conjuntos, se basa en que las propo-
siciones son conjuntos de elementos que tienen una propiedad o caracte-
mistica llamada “predicado”, y en este contexto una proposicién puede ser

verdadera para un grupo de elementos de un conjunto, pero falsa para
otro.

Con el fin de ilustrar los conceptos, considérese el siguiente ejemplo:

Sean:

U = {x | x es un habitante del continente africano}
p: “Hablan francés”

% partir de esto se tiene que
p(x): “x habla francés™
o bien

p(x): “Todos los africanos hablan francés”
VX p(x): “Todos los africanos hablan francés”
3x p(x): “Algun o algunos africanos hablan francés”

%n la l6gica de predicados se debe definir un conjunto universo, dominio
universo del discurso, que contiene a todos los elementos a los cuales
se esta sometiendo al predicado. En el ejemplo anterior el dominio es U v
= predicado es p. Ademas se cuenta con los conceptos “Todos” y “Algu-

s”, que permiten manejar mas de un elemento de un conjunto y cuya
Epresentacion en matematicas es: :

V = “Para todo o todos”
J = “Existe alguno, algunos o al menos un elemento”

lamente la proposicion p(x) del ejemplo anterior es falsa, porque si
=D es cierto que muchos africanos hablan francés, también hay buena
2rte de los africanos que no hablan ese idioma, como por ejemplo la ma-
wria de los sudafricanos.
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Ejemplo 4.24. Sean:
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Hay que observar también que

VX p(x) = p(x)

De tal manera que sino se le antepone al predicado el cuantificador univer-
sal Vv, es como si lo tuviera.

Por otro lado, se tiene que
Jx p(x): “Algun africano habla francés”

Es verdadera, ya que efectivamente algunos africanos tienen como idioma
oficial el francés o hablan el idioma aunque no sea el oficial. Obsérvese que
no se especifica cuantos de ellos hablan francés, sélo se plantea si la pro-
posicion es falsa o verdadera. Es obvio que 3x p(x) = p(x).

En general se acostumbra indicar junto con el predicado cul es el dominio
para esa proposicién, de forma que los enunciados anteriores pueden
plantearse de la siguiente manera:

VX p(x) xeU
(Para todo x; tal que p, donde x es un elemento de U)

Ix p(x) Xe U
(Existe algun elemento x; tal que p, donde x es elemento de U)

Como se puede observar, el concepto de conjunto es muy importante e
logica de predicados, por lo que es conveniente tener en cuenta la definicié
de conjunto, sus propiedades y algunos conjuntos que se utilizan con mas
frecuencia en matematicas.

Es importante mencionar que los operadores 16gicos VyA, =, &) que s
usan en logica de proposiciones, son también validos en légica de predi
cados.

U = {z | z es una persona}
A ={X | x es un artista}
B = {y | v es un politico}

AcUyBcU

p: Sonricos
g: Son corruptos
r: Son ricos y corruptos

Se

El
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A partir de aqui se tiene que;

Yz p(z): Todas las personas son ricas

Vx p(x): Todos los artistas son ricos

vy p(y): Todos los politicos son ricos

Vx q(x): Todos los artistas son corruptos ; ::
Yy a(v): Todos los politicos son corruptos e

3z q(z): Algunas personas son corruptas
3x p(x): Algunos artistas son ricos

Jy p(y): Algunos politicos son ricos

Ix g(x): Algunos artistas son corruptos
3y q(y): Algunos politicos son corruptos

Vz 1(z): Todas las personas son ricas y corruptas
Vx 1(x): Todos los artistas son ricos y corruptos
3y r(y): Algunos politicos son ricos y corruptos

VX Vy (%, ¥): Todos los artistas y todos los p.oliticoshson ricos y
corruptos $

dx Iy r(x, v): Algunos artistas y algunos politicos son ricos y
corruptos

3Ix Vy r(x, y): Algunos artistas y todos los politicos son ricos y
corruptos

Se puede observar que en este caso se tiene que:
dx Vy 1(x, y) = 3x p(x) A VY a(y) X,yeU

El complemento de un enunciado se indica de la siguiente manera:
[Vx p(x)]’ = Vx p’(x): Ningun artista es rico

ya que el complemento de todos es “ninguno”. Sin embargo, el comple-
mento de algunos son los elementos que faltan para completar “todos”:

[3x p(x)]’ = 3% p’(x): Algunos artistas no son ricos

vx Jy r'(x, v): Ningun artista es rico ni corrupto, y algunos politicos
10 SON ricos ni corruptos
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Entonces el enunciado:

“Todos los artistas son ricos. Algunos politicos son corruptos. En
conclusion no todos los artistas y no todos los politicos son ricos
y corruptos.”

se puede representar como 280 51
[Vxp(x) ATy a(y)l = [3x3yr(x,y)] xeA;yeB '

También puede expresarse sacando del corchete los cuantificadores V y 3:
VXY [pR) Ady)l = 3Ix 3y [r(x,¥v)] xecA;yeB

o bien quitando el cuantificador universal V y dejando solamente el exis-
tencial 3:

3y [p(x) A a(y)] = 3Ix Jy [r'(x, v)] Xe A;yeB

Como por lo general no se usan corchetes, también queda perfectamente
expresado de la siguiente forma:

p(x) A 3y q(y) = Ix Iy r'(x, y) Xxe A;ye B

Finalmente el enunciado se evalta de la misma manera que como se hace
en logica proposicional:

p(x) Es “falsa” (0) ya que no todos los
artistas son ricos.

dy a(y) Es “verdadera” (1) ya que algunos
politicos son corruptos.

dx Ay r'(x, v) Es "verdadera” (1) ya que algunos
artistas y algunos politicos no son
Ticos ni corruptos.

En el momento de evaluar la'proposicién es posible cambiar = por —, de
forma que el resultado del predicado p(x) A Iy a(y) = r'(x, y) se obtiene
sustituyendo valores:

(0A1)>1  Es “verdadera”

Ejemplo 4.25. Sea el enunciado:

“Algunas elecciones son limpias y no es cierto que todas las eleccio-
nes sean dudosas o en algunas de ellas no se cuenta con informa-
cion.” :
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Considerar que:

U= [x]|x esuna eleccion}

p: Son limpias

a: Son dudosas

I Se cuenta con la informacion

p(x): Todas las elecciones son limpias
da(x): Todas las elecciones son dudosas
1(x): De todas las elecciones se cuenta con la informacion

A partir de esto, el enunciado anterior se puede repre'senﬁar de la siguien-
te manera:

3x p(x) A VX q'(x) v Ix r'(x%) XeU

Si el valor de verdad de cada una de las proposiciones que integran el
predicado es: i

Ix p(x) Algunas elecciones son limpias
(verdadero) s

vx q(x) = qg(x) Todas las elecciones son dudosas
(falso)

a’(x) — No es cierto que todas las elecciones

sean dudosas (verdadero)

x 1(x) = r(x) Se cuenta con la informacién de
todas las elecciones (falso)

x r'(x) De algunas elecciones no se tiene
informacion” (verdadero)

De esta forma el enunciado completo se evaliia como verdadero:

IXPE)AVERQ(X) vIRI(X)=1A0vi=1vi=1

orden en que se colocan los argumentos es importante, ya que al cam-
de posicion los argumentos que se encuentran en el paréntesis, el
ificado no siempre es el mismo.
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Ejemplo 4.26. Sean:

A ={x|x es un ladrén de Madrid}
={y | y es una persona que ha sido asaltada en Madrid}
p: “Asaltaron a”

A partir de aqui se plantea que:

VX Vy p(X, y): Todos los ladrones de Madrid asaltaron a todas las
victimas de asalto en Madrid

VYV Vx p(x, y): Todos los ladrones de Madrld asaltaron a todas las
victimas de asalto en Madrid

Vy VX p(y, x): Todas las victimas de asalto en Madrid asaltaron a
todos los ladrones de Madrid

VX 3y p(x, y): Todos los ladrones de Madrid asaltaron a algunas
victimas de asalto en Madrid

3y VX p(y, X): Algunas victimas de asalto de Madrid asaltaron a todos
los ladrones de Madrid

Jv 3x p(y, x): Algunas victimas de asalto de Madrid asaltaron a al-
gunos ladrones de Madrid

Observese que es muy importante la posicién de los parametros dentro del
paréntesis, ya que cuando los conjuntos A y B no tienen los mismos ele-
mentos se puede obtener que:

VX Vy p(%, y) = Vy Vx p(x, y) (sus pardmetros no cambian de
posicion)

VX VY p(X, V) # Vy Vx p(y, x) (sus parametros si cambian
de posicién)

3x 3y p(x, y) =3y 3x p(x, y) (sus parametros no cambian de
posicion)

Ix Iy p(x, y) # Iy Ix p(y, x) (sus parametros si cambian
de posicion)

IX Vy p(x, y) = Vy 3x p(x, ¥) (sus parametros no cambian de
posicion.

Vx 3y p(x, y) = 3y Vx p(y, %) (sus parametros si cambian

de posicion)

La posicion de los pardmetros permite saber el significado correcto de
enunciados v no el orden de los cuantificadores, ya que éstos indican
lamente la cantidad de elementos del dominio, que se estan sometie
al predicado.
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Ejemplo 4.27. Sean:

=t viiee Z e 7

p:

(x=—1)<y

¢Cuadl es el significado del predicado de cada uno de los siguientes incisos,
asi como su valor de verdad?

a) Vx Vy [p(x, )] = Vy Vx [p(x, ¥)] X,yeU

El significado es: “Para todo entero positivo se cumple que
(x—1)<y." :

En este caso el predicado es “falso”, ya que é:_{isten elementos
en donde el predicado no es cierto. Por ejemplo, si x = 5 no se
cumple cuando y < 4, si x =6 no se cumple para y < 5.

b) vy 3x [p(x, y)] X,veU

c)

El signiticado es: “Para algun entero positivo se cumple que
(x - 1) <y; para todo entero positivo.” Obsérvese como primero
se enuncia el parametro x, ya que esta colocado primero en el
paréntesis p(x, y).

El predicado es “verdadero”, ya que cuando x = 2 es verdad
para todos los valores de y que puede tomar, lo mismo ocurre para
x = 1. Sin embargo, x = 3 no se cumple siy = 1. Pero como es su-
ficiente que se cumpla para un valor de x, entonces se dice que
es cierta.

Jy Vx [p(x, v)] X,veU

Significa que: “Para todo entero positivo se cumple que (x — 1) <v;
para cuando menos un entero positivo.”

Es “verdadera”, ya que dado un valor entero positivo x cualquie-
ra, siempre se encontrara cuando menos un valor de y que per-
mita que la desigualdad (x — 1) < y; se cumpla.

d) vx Iy [p(x, ¥)] X,yelU

Significa que: “Para todo entero positivo se cumple cque (x— 1) <
y; para cuando menos un entero positivo.”
Se tiene lo mismo que en el inciso (c), ya que v v [p(x, v)] =3y

VX [p(x, ¥)] = 3y [p(x, v)] considerando que el cuantificador uni-
versal Vx se puede eliminar. Por lo tanto, es “verdadera”.
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e) 3Ix vy [p(x, y)] X,velU

Igual que el inciso (b), ya que 3x Vy [p(x, ¥)] = Vy 3x [p(x, y)] =
3% [p(x, y)], lo cual es “verdadero” cuando x = 19

f) 3x3y [p(x, y) =3y 3x [p(x, y)] XyelU g

Significa que: “Existe alguin entero positivo que cumﬁle con :
(x - 1) < y; para al menos algin entero positivo.”

Es “verdadero”.

Del ejemplo anterior se puede inferir EIue cuando se trata del mismo cuar
tificador y el conjunto del discurso es el mismo tanto para x como para
no importa el orden en que sean colocados los cuantificadores, ya que &

significado es el mismo siempre y cuando no cambien de posicién los pa
rametros dentro del paréntesis.

VX p(x, y) = Vy p(x, y)

p(%, y) = p(x, y)

VX VY p(%, ¥) = Vy Vx p(X, y)
3x 3y p(x, y) =3y 3x p(x, y)
VX 3y p(x, y) =3y VX p(x, y)

Sin embargo, se debe tener cuidado cuando se tienen cuantificadores un
versal y existencial en un mismo predicado, pero donde X, y no pertenece

al mismo conjunto del discurso, ya que el resultado no necesariamente s =
conserva et

2ecesidad
El nimero de argumentos de un predicado debe ser constante de arroHaI
forma que p(a, b) es diferente de p(a, b, ¢). Sin embargo p(x) es equivs

lente a p(wy), siempre y cuando x ¥ w pertenezcan al mismo universo ds

: Dtener
discurso. los

2 Sumatori.
No siempre se tienen frases que contengan las palabras “todos” o “algs
nos"”, a veces existen enunciados con la palabra “ninguno”, de form
que ninguno de los elementos del universo del discurso cumple con Biiccion o
condicion. :
S0S se rep
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Ejempio 4.28. Sean:

U = {x | x es alumno de la materia de matematicas para compu-
tacion}
p: Aprobo el examen de matematicas para computacion

p(x): Todos los alumnos de matematicas para computacion aproba-
ron el examen

El enunciado “Ningun alumno aprobo el examen de matematicas para
computaciéon”, se puede representar como:

(Vx p(x))’ o bien VX p'(x)

los predicados pueden existir variables libres y variables ligadas. Las
wariables ligadas a un cuantificador se consideran locales a ese predicado,
‘mientras que las que no tienen cuantificador se consideran libres. Por

==mplo, en el siguiente predicado:
VX p(x) v Jzla(y) A x(z) A s(w)]

on variables libres “w" y “y”. Se consideran variables ligadas a “x" y “z".

3.9 Induccidon matematica

Como se menciono anteriormente, una proposicién es una oracion, frase,
ssualdad o desigualdad, que puede ser falsa o verdadera, pero no ambas a
= vez. La induccion matematica se utiliza cuando se desea probar si una
sxpresion matematica (igualdad o desigualdad) es falsa o verdadera, sin
=cesidad de representarla con notacion logica. En computacion es comun
#esarrollar programas en donde se tiene un “valor inicial”, para la primera
t=racion, un incremento o decremento que puede ser aplicado por medio
“= una expresion matematica llamada término “n-ésimo”, que permite
otener los valores de una sumatoria en cada iteracion y un “resultado” de
& sumatoria, el cual también es posible representar en forma generalizada
medio de una expresion matematica. Esto implica que es posible re-
=sentar algoritmos en forma matematica y probar si esos algoritmos son
=1s0s o0 verdaderos, usando para ello induccion matematica. Para usar la
ccién matematica en la demostracion de algoritmos es necesario que
=10S se representen como una sumatoria de la siguiente manera:

X1+X2+X3 ek t=r

R A

Inicio Término n-ésimo Resultado
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| f Johann Carl Friedrich
: Gauss
(1777-1855)

| F ue un matematico, astrénomo y fisico
. aleman de una deslumbrante genialidad,
que realizé contribuciones fundamenta-
les en la teoria de numeros, el analisis
matematico, la geometria diferencial, la
geodesia, el magnetismo y la 6ptica.
Considerado “el prin
cipe de las matema-
ticas” y “el matemati-
co mas grande desde
la antigiiedad”, Gauss
es considerado uno
de los matematicos
que mas influencia ha
tenido a través de la
historia.
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En la sumatoria anterior, el primer elemento X3 es el valor obtenido en
primera iteracion (n = 1) y se conoce como valor inicial. El término n-esimo

€S una expresion matematica que permite encontrar cada uno de los e se
mentos de la sumatoria y que deber4 estar en funcién de n, ya que depen
“diendo del valor de n se determina si se trata del primero, segundo 1
- n-ésimo elemento. Finalmente, el resultado r también es una expresic
matematica en funcién de n que permite encontrar el resultado de su
los n elementos de la sumatoria. La sumatoria anterior, incluyendo inici
término n-ésimo y resultado, es la proposicién F(n). : I
s
El principio de induccién matematica establece que la proposicién P(n) S
verdadera Vn 2 k si se cumplen las siguientes condiciones:
a) P(k) es verdadera cuando k= 1.
b) P(k) es cierta cuando k=n+ 1. ;
Al primer inciso se le conoce como “paso basico” y al segundo se le lla
“paso inductivo”.
Elmeétodo consiste en sustituir n= 1 en el n-ésimo término de la sumatoria S,
Si el resultado obtenido es igual al primer término de la sumatoria, se dice V
que se cumple el paso basico. En caso de que se cumpla el paso basico, se Te
procede a probar si la proposicién también es verdadera cuandok=n+1.
Se sustituye (n+ 1) en lugar de n en el termino n-ésimo de la sumatoria, se o
agrega dicho término en los dos lados de la igualdad, para que no se alte-
Ie, y se realizan algunas operaciones algebraicas hasta obtener una forma a
tal que sea fécil de sustituir k=n+ 1. Si el resultado, que ahora esta en St
funcion de k, tiene la misma forma que la igualdad en funcién de n, se dice
que se cumple el paso inductivo y que, por lo tanto, la proposicién P(n) es
valida o verdadera. En caso de que no se cumpla el paso basico o inducti-
VO se considera que P(n) es falsa. Si
Cuenta la historia que cuando el matematico aleman Carl Friedrich Gauss E;
tenia diez afios, su maestro necesitaba salir del salén de clase y para dejar
entretenidos a los alumnos les pidié que llevaran a cabo la siguiente su- Pa
matoria: cu
1€
1+2+3+...+998 +999 + 1 000 un
Seguramente el maestro esperaba que los alumnos hicieran 1000 sumas (er
para obtener el resultado, sin embargo se dice que cuando se disponia a
salir del salon Gauss le dijo que ya tenia el resultado, lo cual le sorprendié T4
por lo que le pidi6 que le explicara cémo lo habia obtenido. Gauss respon-
di6 que si se suma el primero y el tltimo elementos de la sumatoria Pri
(1 + 1000) el resultado es 1001, si se suman el segundo y el penultimo Vs

(2 + 999) el resultado es 1001, si se suman el tercero v el antepenulti-
mo también el resultado es 1001, y si se sigue sumando asi hasta llegar a
sumar los que se encuentran en la parte media de la sumatoria (500 + 501)
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=l resultado también es 1001. Por lo tanto, como el ntmero de parejas al
sumar 1000 elementos es 500, el resultado de la sumatoria es 500(1001),
oomo se ilustra a continuacion:

1+2+3+...+500+ 501 + ... + 998 + 999 + 1000 = 500(1001)

Ejemplo 4.29. Para demostrar la respuesta de Gauss se usa induccién
matematica, por lo que su planteamiento se representa como una propo-
sici6én en funcién de n:

/1+2+3+ 7n_ ﬂ+1)
Inicio Término n-ésimo Resultado

Se entiende qﬁe si esta en funcion de n, la proposicién P(n) es verdadera
Vn € Z y no solamente para multiplos de 10. Pero para efectos de su
t representacion considérese que n = 1000 y por lo tanto 1001 = (n + 1),

500 = g y el término n-ésimo en este caso es n.

- =i

Paso bdsico. Para demostrar que P(n) es verdadera cuando k=n=1, se
sustituye 1 en el término n-ésimo, que en este caso es n:

7=
Si al sustituir n = 1 en el término n-ésimo se obtiene como resultado el

primer elemento de la sumatoria, se dice que el “paso basico” se cumple,
como ocurre en este caso.

Paso inductivo. En el paso inductivo se debe probar que P(n) es cierta
cuando k= n + 1, sustituyendo (n + 1) en todas las “enes” del término
n-ésimo y sumandolas a ambos miembros de la igualdad, hasta llegar a
una expresion semejante a la que esta al lado derecho del signo igual

n(n+1

(en este caso —#Z—_J), pero en lugar de que esté en funcién de n debe-
ra estar en funcion de k.

Primeramente se sustituye (n+ 1) en todas las “enes” del término n-ésimo
¥y se suma a ambos miembros:
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1+2+3+...+n+(n+1) =M

+(n+1)

=11(11+1)+2(131+1)
2

_(n+1)(n+2)

= 2

_(n+1)(n+1+1)

=t

AT

=R

Sustituyendo k=n+ 1

n(n+1)

Como se obtuvo —(2_+12 que es igaal a , Se dice que se cumple

el paso inductivo. Debido a que tanto el paso bésico como el inductivo se
cumplen, se afirma que P(n) es verdadera para todo valor entero de n y que
por lo tanto Gauss tenia razon para el caso particular de n = 1000.

Ejemplo 4.30. Considérese que se desea demostrar por induccion ma-
tematica la siguiente proposicién P(n):

2+5+8+...+(3n—1)=L3‘gﬂ

Paso basico. Sea k=n=1, entonces:
[3(1)-1]=2

Como al sustituir n =1 en el término n-ésimo (3n — 1) se obtiene conio re-
sultado el primer elemento de la sumatoria, se dice que el “paso basico”
se cumple. 2

Pago inductivo. Sea k = n + 1. Sustituyendo (n + 1) en todas las “enes”
del término n-ésimo y suméndolo a ambos lados de la igualdad se tiene
que:

2+6+8+ .. +(3n- 1)+ [Bn+1)—1] = 9(3%—12+[3(n+1)m1]

_08n+1)+2[3(n+1)- 1]
= 5
_30°+n+2(3n+2)

= 2

ALFAOMEGA
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_3n*+n+ et
= ~
_3f+"n+ ¥
BTy ke
(n+1)(3n+ ) o
_(m+1)@(n+1)+1)
% 2
_ k(3k+1)
R

Sustituyendo k=n + 1

Por lo tanto, también se cumple el paso inductivo y se dice que P(n) es
verdadera. -

4.10 Aplicacién de la I6gica matematica

La logica matematica no es de reciente creacion, no surgio con el uso de
las computadoras, por el contrario se ha consolidado en nuestro tiempo

porque es una herramienta fundamental para mejorar el software y hard-
ware que Conocemos.

La historia de la l6gica tiene sus inicios en el siglo IIT a. C. con la “Teoria
silogista” de Aristoteles, quien introdujo los cuantificadores y 3, asi como
reglas de inferencia conocidas como el silogismo hipotético:

bp—=q
dqa—r
S PaT

Esta regla se aplica en matematicas ¥ programacion, algunas veces sin
saber que se trata del silogismo hipotético:

X>Y
Y>2Z
o XZ

ambién se encuentra disfrazada en algunas lineas de codigo de la si-
iente manera:

HX>YandY>ZthenX>7%

unque en sus inicios se usé principalmente Dara elaborar demostraciones
matematicas, en su aplicacion a la programacion el procedimiento de la
emostracion equivale a desarrollar un algoritmo para resolver un proble-
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ma, usando para ello las instrucciones validas (asignacion, ciclos, lectura,
escritura, declaracion, etc.) de un lenguaje formal. Tanto el procedimiento
de demostracién como el disefio de algoritmos, dependen exclusivamente de
la logica usada por la persona que los desarrolla. Los caminos en ambas
situaciones pueden ser mas o menos eficientes, pero lo interesante en
ambos casos es que permiten usar la creatividad y reflexion de la persona
para lograr el objetivo, ya que no existe una forma tnica de demostrar un
teorema o desarrollar un algoritmo. el

En tiempos remotos Crisipo de Sodi (281-206 a. C.) introdujo los operadores
logicos de la conjuncién (a), la disyuncién (v), 1a implicacién (—), ladisyuncién
exclusiva (®) y la complementacion ('), asi como los valores de “falso” o
“verdadero”. Con esos operadores 16gicos, muchos siglos después Augustus
De Morgan (1806-1871) enunci6 sus famosas leyes de De Morgan:

Pvav..vz)y=P AqQ A..AZ)
Parga.azy=(P'vg v.vz)

Que tienen aplicacién no sélo en légica matematica sino también en teoria
de conjuntos. A partir de esta informacién George Boole (1815-1864) cred
el algebra booleana, la cual tiene amplias aplicaciones en la construccion
de computadoras, robdtica y automatizacion de sistemas eléctricos, meca-
nicos y electréonicos.

La légica matematica también proporciona elementos para la creacion de DS sigui
nuevos lenguajes de programacion, al permitir estructurar sintactica V se-
manticamente el lenguaje que se esta desarrollando. En relacién con esto,
a continuacion considérese la semejanza entre las composiciones de un
lenguaje formal y las proposiciones logicas que se vieron en el capitulo.

Sea

2={a,9, 01l m,o,r (Alfabeto)

Cuyas composiciones son

S —>hA B 1D F —gC 'tC%mpn

= tarde 3
A — 0B _ D - mE C—a ela. Fr
B—-IC E—iF

aionces n

Las composiciones permiten saber si una palabra es valida en un lenguaje.
y este proceso de validacion lo llevan a cabo los compiladores de un len
guaje de programacion para determinar si las instrucciones de un progra-

ma estan correctamente escritas. Actualmente mediante el uso de. p: e
lenguajes formales y de la variedad de herramientas que proporciona Iz q: Me
logica matematica, se esta trabajando en la simulacién de lenguajes na r: Lle
Tales que permitan una comunicacién mas amplia con la computadora. s: Rep



4.11 RESUMEN

Otra aplicacion importante de la logica matematica se encuentra en las
Bases de datos, en donde se consideran los archivos como relaciones que
‘pueden manipularse por medio de operadores logicos para obtener nuevos
eportes de informacién, dando origen a lo que se conoce como “algebra
r=lacional” en la cual se basan todos los manejadores de bases de datos
conocidos. Las redes de computadoras también utilizan el concepto de
relacion para representar la comunicacion entre computadoras, de forma
que es posible realizar operaciones ldgicas entre matrices booleanas para
‘abtener caracteristicas necesarias en una red. Por todo lo anterior, se
ede decir que la légica matematica es esencial en la computacion ya
gue permite sentar las bases para el entendimiento formal de practica-
mente todas las areas de ésta (bases de datos, programacion, inteligencia
rtificial, lenguajes formales, sistemas digitales, redes, etcétera).’

4.11 Resumen

logica es una disciplina que por medio de reglas y técnicas, determina
1 un razonamiento es valido. El elemento fundamental de la légica es la
roposicion,

Na Proposicion es una oracion, frase o expresion matematica que puede
e1 falsa o verdadera, pero no ambas a la vez.

Los siguientes son dos ejemplos de proposiciones:

p: Miguel de Cervantes Saavedra escribié la obra el Quijote de la
Mancha.

a: (y-1)>(3x+2)

~0s operadores 16gicos basicos son and (), or{v) v not(’). Ademas de los
speradores basicos, es posible usar las proposicién condicional (—) vy bi-
ondicional («») para representar enunciados méas complejos, como se
zZuestra en el siguiente ejemplo.

Si Compro una bicicleta o me levanto mas temprano, entonces, no llega-
= tarde a la escuela. Reprobaré el semestre si y solo si llego tarde a la
scuela. En conclusion; sillegué tarde a la escuela y reprobé el semestre,
atonces no compré una bicicleta o no me levanté temprano.”

p: Compré una bicicleta.

d: Me levanté mas temprano.
r: Llegué tarde a la escuela.
s: Reprobé el semestre.
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Por lo tanto, el enunciado anterior se puede representar con notac1on 16gE
ca de la siguiente manera:

[(Pva)->rialsorl=ras)—(p’va)l

Es posible cambiar de tiempo las proposiciones para que tenga sentido, de
tal manera que en lugar de decir compraré una bicicleta es posible decis
compré una bicicleta o compro una bicicleta sin que esto afecte la repre
sentacion del enunciado.

El enunciado anterior tiene formato de teorema, en donde las proposicione:
[(p va) - rlyls < 1] son las hipotesis y la proposicion [(r As) —(p’ vq]
es la conclusion. Lo que separa a las hipotesis de la conclusion es el sin
bolo =. Enunciados como éstos es posible demostrarlos por medio de
meétodo directo o el método por contradiccion.

Se dice que una proposicién es una tautologia, si el resultado es verdads
10 para todos sus valores de verdad. Ejemplo:

p| p pvp
i 1
i 1

Una proposicién es una contradiccion si el resultado es falso para todos la
valores de verdad.

p|p pAp
0 R 0
155 0

Se dice que dos proposiciones son légicamente equivalentes si sus rest
tados son iguales para todos sus valores de verdad.

Pla|p | qd prd | Prq| prdvpPAq| (Poa) | P
ol WPy 0 0 0 0
G| 45D ha0 0 1 i’ 1
o 90 O 1 0 1 1
1" S ee0md 40 0 0 0 0

En la tabla anterior los resultados de las ultimas tres columnas son iguale
por lo tanto se dice que son légicamente equivalentes y se escribe:

PAd v AaQ=(poq)=p®q



4,11 RESUMEN

logi- En una demostracién formal una regla de inferencia permite encontrar
proposiciones validas a partir de otras que también se consideran validas.
Ejemplo: considerar que [p’ — (q v r)] v [(q v r') — s] son validas, apli-
=ando la regla de inferencia conocida como “silogismo hipotético” se puede
encontrar que [p’ — s] también es valida.
ido, de
decir Es posible demostrar que un teorema es véalido con el apoyo de tautologias,
repre- ‘equivalencias logicas y reglas de inferencia.

2demas de la 16gica proposicional existe también la l6gica de predicados
iciones ‘2 logica de conjuntos que considera a las proposiciones loégicas como con-
' va)l ~untos de elementos, en donde no todos los elementos de un conjunto
el sim- =amplen con las condiciones para decir que son verdaderos (o falsos) to-
io del =Imente, de tal manera que se introducen los cuantificadores universal
v existencia (3) para la representacion de enunciados. En la logica de
icados se debe ademas indicar cudl es el dominio (U). Ejemplo.
rdade-

U = {x /X es un automovil}
p: Son caros.

q: Son veloces.

r: Son lujosos.

os los ! - ;
algunos automoviles son veloces y lujosos, entonces son caros. Algunos
lujosos v no son veloces. En conclusion si todo automovil es caro,

nces es veloz o lujoso.”
Ix[[a(x)Ar(x) [ -pE)IATR[X(X)AG (%)= VX[ P(X) = lax)v(x)]]

operadores légicos de ldgica de proposiciones son también validos en
de predicados vy la evaluacion se realiza de la misma manera.

métodos directo v por contradiccion usados en logica de proposiciones
2= predicados son métodos de demostracion inductivos en donde se va
Q 1o general a lo particular. Existen también métodos de demostracion

en donde se va de lo particular a lo general, demostrando que la
sicion es verdadera para el primer elemento (n = 1) para n y para

)
0
19 - 1) el cual recibe el nombre de induccién matematica.
1
0
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IV. Locica MATEMATICA

4.12 Problemas

4.1. Representar en forma de teorema cada uno de los siguientes
enunciados, usando para ello notacion logica:

a) “Sivivo en un lugar bajo, entonces se inunda la casa;
en un lugar alto, entonces me falta el agua o es zona ce 2
consiguiente, si no es zona cara ¥ no se inunda la casa y m.

- falta el agua, entonces vivo en la montana.” =

b) “Est4 en la seleccion si ¥ s0lo si es buen jugador y tiene una
edad menor de 27 afios o pertenece al América, Siestd enla
seleccién v no es buen jugador o no pertenece al América,
entonces es del Morelia. Por 1o tanto, si es del Morelia, enton-
ces es buen jugador.” ‘ |

€) “Si estudia informatica o siétemas, entonces es alumno del
Tecnolégico. Es alumno del Tecnolégico si v sdlo si es buen
estudiante. Por consiguiente, sino estudia sistemas o informa-

tica y no es alumno del Tecnoldgico, entonces no es buen es-
tudiante.”

d) “Elprograma corre, siy solo si notiene errores de compilacion.
Si no tiene errores de légica y no tiene errores de compila-
cién, entonces el Programa esta bien y los resultados son sa-
tisfactorios. Por lo tanto, sitiene errores de compilacion o tiene
errores de légica, entonces el Programa no corre y los resulta-
dos no son satisfactorios.” It

e) “Siserealiza un buen disefio de la base de datos y se hace una
buena programacién, entonces se accesara rapidamente la
informacion. Sino se hace buena programacion, entonces toma
mucho tiempo corregir el programa. Por lo tanto, sino se acce-
sa rapidamente la informacién ¥ toma mucho tiempo corregir
el programa, entonces no se ha realizado un buen disefio de la
base de datos.”

4.2. Representar en forma de teorema cada uno de los siguientes
enunciados, usando para ello notacion l6gica:

a) “Haré la tarea de matematicas para computacion, si y sélo si
tengo tiempo. Iré a la disco, si ¥ s6lo si tengo tiempo y tengo
dinero. Sino tengo dinero, entonces haré la tarea de matema-
ticas para computacién y veré un buen programa de television.
Por lo tanto, si veo un buen programa de television y tengo
tiempo, entonces haré la tarea de matematicas para compu-
tacion.” '
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; b) “Gana medalla en los juegos ohmplcos siy solo sies buen
‘Y | i deportista y tiene una edad menor a 27 afos, o no lo des-
A

; ~ califican los jueces. No es mexicano. De tal manera que, si
| no gana medalla y no es buen depomsta olo desczallﬁcan
. los jueces, entonces es mexicano.'

= ¢) “Si estudia informatica o estudia sistemas, entonces es

- alumno del Tecnoldgico. Es alumno del Tecnologico, si v

: solo si es buen estudiante. Por consiguiente, si no estudia

sistemas o informatica v no es alumno del Tecnologico,
entonces es un mal estudiante.”

d) “Sitengo conocimientos de computacion y domino el ingleés,

entonces no tendré problemas para encontrar trabajo. Si

- tengo problemas para encontrar trabajo, entonces tengo

mas de 40 afios o no me prepare lo suficiente. Por lo tanto,

si me preparo lo suficiente y no tengo mas de 40 afios y

domino el inglés, entonces no tendré problemas para en-

contrar trabajo.”

Entes

4.3. Elaborar la tabla de verdad para cada una de las siguientes
‘ proposiciones compuestas:

.
on sa- E a) [poa) >rl>@vrag)
tiene " - bip Sq VIO DAG ST
tai e o) p—onellgvrap)>rl
: '1 J - d) [(p—a >TrIAlp vI) & a)l
E 3 ' . e pogorvad o pat
toma P N (1 PIRG4S 4
acce- ' =
regir :  4.4. Elaborar la tabla de verdad para cada una de las siguientes
Sdela | : proposiciones compuestas:

a) [(p->a) »1)vpl-(Ad)
b)podvr—p —-galpvag—p)

c) [pvir—s) < (p Aas) —r]

d) [poad)—o1l- @ vaar)

e) pP>(rvagap)orvg —p

f) (po>a)>@vrap)lell@—p) -1l

Y e —

4.5. Demostrar que las proposiciones de cada uno de los incisos
siguientes son logicamente equivalentes, usando para ello
~ tautologias y/o las equivalencias 16gicas restantes:
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4.6.

4- 7'&
4.8.

4.9.

410

a) [(pPv)—-dglag =@ vy

ALFAOMEGA

e t->ad)Allprd)>ri=(@—1)
4.11.

a) [Pp>Dal@-nl=(pag) >1]
b) [pv(ganl=lpAap)v(DAD v (DAQ VI(gAaD)]

Demostrar que las proposiciones de cada uno 'de los incisos s
guientes son loégicamente equivalentes, usando para ello tautolo-
gias y/o las equivalencias logicas restantes: :

a) (D> @A@—Dl=[p— (qn Bl
b) poa=@'va

c) [pa(svr)]= [po>(svr)T 4

4 pvs)=(@apvs)l= ll@apvs)y - (p\ v s)]

Demostrar por medio de una ta.bla de verdad que la regla 7a real.
mente es una tautologia. i

Demostrar por medio de una tabla de verdad que las reglas 4a, 6a,
8c y 9a realmente son tautologias.

Establecer si los siguientes enunciados son véalidos o no. Explicar
su respuesta: 3

a) (@vP)AltAg = (por)
b) r-pinl@vr)={@ —>q)
c) (M=)l >0 (@ ADp]= (T ADp)

Establecer si los siguientes enunciados son validos o no. Explica;
su respuesta; i

b) pod)al@avn=(p >r)

o) [(MAD—>@->n)=lla-r) - Eva)l = Ar)—
(pvalll

d P->1)A(Peq=(a vy

Representar el siguiente enunciado en forma de teorema y ilev'
a cabo su demostracion usando el método directo y el método p
contradlccmn

S5] tengb mucho dinero o estoy muy carita, entonces las muchachas
me quieren. Ninguna quiere salir conmigo. Si las muchachas me
quieren, entonces todas quieren salir conmigo. Por lo tanto, no
tengo mucho dinero.”
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4.;12 Represen’ta;r en forma de teorema el siguiente enunciado y
g llevar a cabo su demostracién usando el método directo y el
- método por contradiccion:

~ “Si estudio electronica, entonces realizaré investigacion en
~ sistemas digitales. Si estudio informatica, entonces manejare
~ la informacién de una empresa. Si realizo investigaciones en
~ gistemas digitales o manejo la informacién de una empresa,
~ entonces estaré feliz. Por lo tanto, si no estoy feliz, entonces
~ no estudié electrénica y no estudié informaética.”

i Representar en forma de teorema el siguiente enunciado y
- llevar a cabo su demostracion usando el método dlrecto v el
& metcado por contradiccion:

¥

= "Siseha reallzado un buen disenio de la base de datos y se

- haceunabuenaj programacion, entonces se accesa rapidamen-

- telainformacion. Sino se hace buena programacion, entonces

~ toma mucho tiempo corregir el programa. Por lo tanto, si no

~ se accesa rapidamente la informacion y toma poco tiempo

~ corregir el programa, entonces no se ha realizado un buen
~ disefio de la base de datos.”

L '_., Demostrar por el método directo el teorema de cada uno de
~ los siguientes incisos:

~a) [p-@anlallgavs)»tialpyvs)=(rve)

. Bprg-Tdala 58T As) Pl

. :F;) A —>dlag alr—s]=[r— (s Ap)]

- D ->dlalt->s) Al vs) s wl=[w = (pAar)]
e [p@q’]wirv g1 AP Al > 1] = [l - (rva)l A pl

~ 4.15. Demostrar por el método directo el teorema de cada uno de
- los siguientes incisos: -

- a) levasdlalp sral@gv)ala—pl=
[ Alp’ — (@ AD]]

b la-s@as)als’>rl=(s"Ap vs) = (T Aq)]

o lavr) sslalt>al=lavs) - (E vl

d) [garlalp = adlals = (@—-D)l= [ A (g p)l
e) [lavs) stiat = [a At)alg—t)

f) [peqlalp’—rl=[p —>(@vi)l

g) (par) =qglalr > plalparf=Irvadl
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